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PREFÁCIO 


Este volume é continuação do Volume 1. No Capítulo 1, destacamos as 
funções integráveis (de uma variável) que aparecem com mais frequência nas 
aplicações. Este capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o 
Apêndice 4 do Volume 1. No Capítulo 2, estudamos, com relação a continuidade 
e derivabilidade, as funções dadas por integral, e, no atual Capítulo 3, as integrais 
impróprias. No Capítulo 4, que é novo, são feitas várias aplicações das integrais 
impróprias à Estatística. No Capítulo 5, estudamos as equações diferenciais 
lineares de 2.º ordem e com coeficientes constantes, e no Capítulo 7, as funções 
de uma variável real com valores em R com relação a continuidade, 


derivabilidade e integrabilidade. Os Capítulos 8 a 16 são destinados ao estudo, 
com relação a continuidade e diferenciabilidade, das funções de várias variáveis 
reais a valores reais. No Capítulo 17, novo, introduzimos o conceito de solução 
LSQ (ou solução dos minimos quadrados) de um sistema linear, e são feitas 
algumas aplicações desse conceito à geometria, bem como ao ajuste, por uma 
função linear ou polinomial, a um diagrama de dispersão. 

Nesta 5.* Edição, além dos capítulos novos (4 e 17) e do novo visual das 
figuras, foi incluido, também, o Apêndice 2, que trata do uso da calculadora HP- 
48G, do Excel e do Mathcad em tópicos tratados neste volume. Observamos que, 
por sugestão de vários colegas, o antigo Capítulo 3 (Mais algumas aplicações da 
integral. Coordenadas polares) foi deslocado para o Volume 1 (4.* Edição). Todas 
essas modificações têm sido feitas com um único objetivo: tornar o texto mais 
dinâmico, mais prático e mais atual. É claro que muitas outras modificações 
ainda terão que ser feitas, e para isso contamos com sugestões, ideias e críticas 
construtivas de professores, colegas e alunos, aos quais ficaremos muito gratos. 

Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos tê-los colocado em número 
suficiente para compreensão da matéria. Como no Volume 1, procuramos dispor 
os exercícios em ordem crescente de dificuldade. Com relação aos exercicios 
mais dificeis, vale aqui a mesma recomendação que fizemos no prefácio do 
Volume 1: não se aborreça caso não consiga resolver alguns deles; tudo que você 
terá que fazer nessas horas é seguir em frente e retornar a eles quando se sentir 
mais senhor de si. 

Mais uma vez agradecemos, pela leitura cuidadosa do manuscrito, às colegas 
Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. Agradecemos também à colega Lisbeth 
Kaiserliam Cordani, pela leitura e pelas várias sugestões do novo Capítulo 4, e a 
Marcelo Pereira da Cunha pela revisão cuidadosa do texto. É, ainda, com grande 
satisfação que agradecemos à colega Elza Furtado Gomide pela leitura, pelos 
comentários e sugestões de manuscritos que deram origem às primeiras apostilas 
precursoras deste livro. Finalmente agradecemos à colega Myriam Sertã Costa 
pela revisão cuidadosa do texto e pela inestimável ajuda na elaboração do 


Manual do Professor. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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Suplementar 


Este livro conta com o seguinte material suplementar: 
= Manual de Soluções (restrito a docentes) 


O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre 
em: http://gen-io.grupogen.com.br. 
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1 
FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 
O objetivo deste capítulo é destacar as funções integráveis que vão interessar 


ao curso. Este capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o 
Apêndice 4 do Vol. 1. 


1.1. ALGUNS EXEMPLOS DE FUNÇÕES INTEGRÁVEIS E DE FUNÇÕES 
NÃO INTEGRÁVEIS 


Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos de funções integráveis e de 
funções não integráveis, trabalhando diretamente com a definição de integral de 
Riemann. 

Antes de começar a estudar os exemplos que apresentaremos a seguir, 
sugerimos ao leitor rever a definição de integral de Riemann apresentada na 
Seção 11.3 do Vol. 1. 


EXEMPLO 1. Prove, pela definição, que a função constante f(x) = k, x € [a, b], 


b 
é integrável em [a, b] e “| f (x dx = k (b -а ) 
а 


Solução 


Para toda partição P : a = x0 < x1 < x2 < ..«xi- 1 «xi <... < xn = b de [a, 
b] temse, independentemente da escolha de ci em [xi — 1, xi], i variando de 1 a n, 


п п n 
> f (сү) Ax; = У k Ax; = k х Ax; = k(b — a). 
i=1 i=1 i=1 

Segue que dado @ > 0 e tomando-se um д > 0 qualquer tem-se, 
independentemente da escolha dos ci, 


n 
х f(cj) Ах; - K(D — а)! = 0 < e 
i=] 
para toda partição de [a, b], com máx Axi < д. Logo, 


n 


lim f (c;) Ах; = k(b — a) 
máx Ax, > 0 2, сын i 


ou seja, fé integrável em [a, b] e 


b 
[ лода - kc - а). = 
a 
Antes de passarmos ao próximo exemplo faremos a seguinte observação. 
Observação. De acordo com a definição de integral, sendo fintegrável em [a, b], 


dado € > 0 existirá ó > 0 que só depende de Æ, mas não da escolha dos ci, tal 
que 


n 

b 
У fc Ax — | /(х)ах|< < 
¡=1 5 2 


para toda partição P de [a, b], com máx Axi < б. Segue que se P for uma 
partição de [a, b], com máx Ах, < б, е se сре С (i = 1, 2, ..., n) forem 


escolhidos arbitrariamente em [xi — 1, xi], teremos 


n 
b 

У: f(ci) Ах; – | f(x)dx < E 
a 


2 
i=] 


e, portanto, 


n n 
>, fic) Axi — У fi) Ах) |< 
i=] i-l 


para toda partição P de [a, Б], com máx Ах? < ó, independentemente da escolha 
de cje C i Deste modo, se f for integrável em [a, b], duas somas de Riemann 


quaisquer relativas a uma mesma partição P com máx Axi suficientemente 
pequeno, devem diferir muito pouco uma da outra, e o módulo da diferença 
entre elas deverá ser tanto menor quanto menor for máx Axi. 


EXEMPLO 2. (Exemplo de função não integrável.) Prove que 


IsexeQ 


fe»- Оѕехє Q 


não é integrável em [0, 1]. 
Solução 


Seja P : 0 x0 < x1 < x2 < ... < xi 1 < xi < ... < xn = 1 uma partição 
qualquer de (0, 1]. Se c1, c2, ..., cn forem racionais 


D ЭХ” 


1 і=1 


o У feo Ax = 0. 


i= 


De (1) ë (2) e da observação anterior segue que f não é integrável em 


[0, 1]. 


бе C| à Сэ ES Ch forem irracionais 


EXEMPLO 3. Seja f: [0,2] ^ EL por 


Оѕех +1 


ЈО) = 1 ѕех = 1 


2 
Prove que fé integrável em [0,2] e “| f( X) d “= 0: 
0 ~ 


Solução 


Seja P uma partição qualquer de [0, 2] e suponhamos que 1 € [xj— 1, xj]. 


C 1 С» C E Cn 


X; Xa- 1 п 


Se є Jj- Lx. 


0 se c; # 1 


п 
>, Т (сү) Ax; = Ах, sec;=1. 
i=l 


S 1 = xj = 1 e cj = 1 = cj = 1, 
y f(c) Ах; = Ах, ph Ax; 
i=] 


Fica a seu cargo concluir que, em qualquer caso 


n 
> Т(с,) Ax; — 0| < 2 máx Ах, 
i=l 
independentemente da escolha dos ci. Portanto, 


n 2 
lim f(c) Ax; = 0 = її f Go) ах. А 
=1 


тах Ах; 504 
i 


Observe que a função do exemplo anterior não é continua em [0, 2], 
entretanto, é integrável em [0, 2]. 


EXEMPLO 4. Seja 


2 
Prove que fé integrável em [0,2] e “| Fl X) dx = 2. 
0 J-N 


Solução 


Consideremos a partição 0 = x0 < xl <... < xj — 1 < xj <... < xn = 2 ë 
suponhamos que 1 € [xj— 1, xj]. 


Temos: 


Ў reae a se X-,*96s1 
БН x; — 1 + 2G; — x; — 1) + 2(2 — ху) se I<g<a; 
Segue que 

n =; se xX21*6*1 
У, сй Ач -3= 1—х se 1 < c; < x; 

= y=1 DJ 


(Interprete geometricamente.) Logo, 


n 
y f (ci) Ax; — 3] = máx Ах, 
1=1 


independentemente da escolha dos ci. Portanto, 


n 


2 
lim (c) Ах; = 3 = | (х) ах. a 
máxAx, > 0 > fe š; 0 fe 


EXEMPLO 5. Prove que 
1 sex=0 


Р(х) = {1 
—se 0 < х=] 
X 
não é integrável em [0, 1]. 


Solução 


n 
Seja P uma partição qualquer de [0, 1] e Ж: f(c) Ax uma soma de 
i=l ; i 
Riemann de f relativa a esta partição. Tomemos cl em (0, x1[. Se mantivermos 
fixos c2, c3, ..., cn, teremos 
n 

lim f(c;) Ах; = + х. (Por quê?) 

q —0* 4 
i=l 


Logo, não existe número L tal que 


n 
lim X f(e) Ax, = L 
máx Ах, > 0 4 | 
(= 
ou seja, fnão é integrável em [0, 1]. 


Observe que a função do exemplo anterior não é limitada em [0, 1]. 
(Lembramos que f limitada em [a, b] significa que existem reais a e f tais que, 
para todo x € [a, b], a <f (x) € f.) 

O próximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice 4 do Vol. 1, 
conta-nos que uma condição necessária para f ser integrável em [a, b] é que / 
seja limitada neste intervalo. Tal condição não é suficiente, pois, 


fl sexeQ 
10 sexgQ 


é limitada em [0, 1], mas não é integrável neste intervalo. 


f(x) = 


Teorema. Se f for integrável em [a, b], então /'$ега limitada em [a, b]. 


Exercícios 1.1 


1. Seja f: [0,1] > R dada por 


| I 
0 se x € 40, E 1 
y x) = 1 
l sex е +0, —, 1 
2 
Prove que fé integrável em [0, 1] e que 
1 
| f (x)dx = 0. 
0 
2. Seja f : 10, 1 dada por 


M mp e Q 
' 8) = 
0 se x€ Q 
a) n 
Verifique que se os c forem racionais $ / (с) Ax tende a —, 


i i=l і i de 
quando máx Axi — 0. 


b) Prove que fnão é integrável em [0, 1]. 


3. Calcule, caso exista, e justifique sua resposta. 


И se0=x<l 
91 f(x)dx onde f(x) = 44 ѕех = 1 
b: sel <x =< 2 
3 Ee 
1 se0=x<2 
b) М f(x)dx onde f(x) -| pero tn 
c) f(x)dx onde fœ- |= 42 = 
ë ! sex = 0 
x se x€ Q 


1 
d) | f(x)dx onde f (x) = 
-1 


12. FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 


Os teoremas que enunciaremos a seguir, e cujas demonstrações encontram- 
se no Apêndice 4 do Vol. 1, destacam as funções integráveis que vão interessar 
ao curso. 

O teorema 1 conta-nos que toda função continua em [a, b] é integrável em [a, 
b] e, o teorema 2, que toda função limitada em [a, b] e descontinua em apenas 
um número finito de pontos de [a, b] é integrável em [a, b]. 


Teorema 1. Se ffor contínua em [a, b], então integrável em [a, b]. 


Teorema 2. Se f for limitada em [a, b] e descontínua em apenas um 
número finito de pontos de [a, b], então fserá integrável em [a, b]. 


EXEMPLO 1. f (x) = cos 3x é continua em [-1, 5], logo integrável neste 
intervalo. 
ч 


EXEMPLO 2. Verifique se 


х256-15х«1 
2 sel<x<3 


f(x) = 


é integrável em [—1,3]. 
Solução 


fé limitada em [—1, 3], pois, para todo x em [-1,3],0<f(x) < 2; além disso, / 
é descontínua apenas em x = 1. Pelo teorema 2, fé integrável em [-1, 3]. 


= 
EXEMPLO 3. Verifique se 
mS se-1<x<l 
f(x)71x-1 
2 sel=x<3 
é integrável em [-1, 3]. 
Solução 
Não, pois fnão é limitada em [-1, 3]. 
š 


Exercicios 1.2 


1. Afunção dada é integrável? Justifique. 


a) f(x) = 


b) fW=eP,0<x<4 

х? 
(х) = 5 2 
9 70) — sel= x 
x 


1 se х=0 
d) f(x) = 4 sen х 


se x= 
e) f(x)— 


sen — se0< x=] 


0 se x= 0 

= 
Л О) со? - ол. 
х x т 


x? se-1=x<0 
g) ](х)=+{5 sex=0 
2 se0<x=1 


1 
1 = „Хх 
в) fo) = 2 se Ixl<1,x50 


3 sex=0 


2 
FUNÇÃO DADAPOR INTEGRAL 
2.1. CÁLCULO DE INTEGRALDE FUNÇÃO LIMITADA E 
DESCONTINUA EM UM NUMERO FINITO DE PONTOS 


O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir conta-nos que se fe g 
forem integráveis em [a, b] e se f(x) for diferente de g(x) em apenas um número 
finito de pontos, então suas integrais serão iguais. 


Teorema. Sejam fe g integráveis em [a, b] e tais que f (x) £ g(x) em 
apenas um número finito de pontos. Então 


Ь Ь 


Р(х) ах = | g(x) dx. 
1 1 


Demonstração 


h(x) = g(x) — Ax) é integrável em [a, b] e h(x) = 0, exceto em um número 
finito de pontos. Como 


lim s h (cj) Ах; 


máx Ах, — 0 


i=] 
independe da escolha dos ci, resulta que tal limite é zero, pois, para cada partição 
P de [a, b], podemos escolher ci em [xi — 1, xi] i= 1, 2, ..., п de modo que h(ci) 


= 0. Assim 


b п 
һ(х) ах = lim Ў h(c;) Ax; = 0 


а тах Ax; 0: 
Te 


ou seja, 


fisco — f(x) dx = 0 
a 


e, portanto, 


b b 
| Р(х) ах = | g(x) ах. " 
a a 


7 
O ЇГ f(x) dx 
o 


2 
d se 0xxxl 


иё 


= se 1<х=2 
x 


Solução 


fé integrável em [0, 2], pois é limitada e descontínua em apenas x = 1. Temos 


[ло ах = [10 dx + [ro dx. 


Em [0, 1], f(x) = x2; logo, 


Em [1, 2], f(x) difere de — em apenas x = 1; daí 


X 
2 2 2 э 
[оа | = dx = [2 ах | = 21а 2] 
1 x 


Рогїапїо, 


X 
EXEMPLO 2. Calcule | f (1) dt x 20, onde 
0 


t se 0 <t <1 
О) = 
{2—1 se t> 1. 
Solução 


Para todo x > 0, fé integrável em (0, х], pois, neste intervalo, fé limitada e 
descontínua no máximo em um ponto. Temos 


x 
Ї se 0<x<l 


| гоё 
0 х 
fiaj (2-1) dt se x>1 
0 1 
fo 110) 
х 1 t 1 x t 
х х x 1 ЦЭР 
Ї fO dt = f: dt NI dt LE 1 (2-1) dt. 
Como 
х 2 mw 8 Т x 2 
Í r= Te | (2-148-15--:| -3--х-2 
0 2 1 3 1 3 3 
segue que 
5 
X^ 
— se 0x xxl 
x 
| f(t) dt = 
0 
l x3 2 
—+———х+— se xl 
2 3 3 


ou seja, 


se О= x =l 


[ro dt = 


2 


ЖЭ 7 
== вео, п 
3 6 


Sejam x1, x2, ..., xp, p pontos do intervalo [a, b] e seja fuma função definida 
em todos os pontos de [a, b], exceto em x1, x2, ..., xp. Suponhamos f limitada e 
contínua em todos os pontos de seu domínio. Pela definição de integral, não tem 
sentido falar na integral de fem [a, b], pois f nào está definida em todos os pontos 
de [a, b]. Entretanto, a função g definida em [a, b] e dada por 


f(x) se х E (xi, x2,..., Xp) 


8(x) = 
m, se x=x,i=1,2,...,p 
onde ml, m2, ..., mp são números escolhidos arbitrariamente, é integrável em [a, 


b] e o valor da integral independe da escolha dos mi. Nada mais natural, então, do 
que definir a integral de fem [a, b] por 


b b 
Р(х) ах = | g(x) dx. 
4 а 


( 


Э 
EXEMPLO 3. cm | f(x) dx onde 
0 UR 


x? se 0=х<1 


f(x) = 


I 
—> 56 155 462 
X" 
Solução 


2 I 21 1 ЇГ. 3 
3 
x) dx = x” dx + > ==+|-=| ==, 
[ло а hs dx Í 12 dx A | | 


x . 


EXEMPLO 4. | OA dx náo existe no sentido de Riemann, pois — 


0 x X 


não é limitada em ]0, 1]. 


Exercícios 2.1 


1. Calcule 


2 se Ox«l 
a) [ f(x) dx onde f(x) 
° — se 1жх=2 
х 
1 se -1=x<0 


3 
9 | f(x)dx onde f(x)= x? se 0<x<2 
E 0 se 2=<1=<3 


І EE ай x*1 
с) | f(x) ах onde f(x)= = SE х 
-1 


d) I 


l 
2(и) du onde g(u) = цэ se lulu 


u se lul<1 


p 


Calcule 


x 1 se 0511 
а) Í f(t) dt onde ro- — 


x В t? se —1=г=1 
t) 
b) Ë РО) dt onde f(t) i ю ÉS 


* 12 se —1=г =] 
2 t) dt d у= 
o | гө nd А se t>1 


se 0 <t<1 
l=1<2 
se 1>=2 


х 
4) Í fdt onde f(t) = 
0 


td м — 
A 
о 


2.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL 


Seja fuma função definida num intervalo / е integrável em todo intervalo [c, 
d] contido em 7. Seja а um número fixo pertencente a /. Para todo x em 1, a 


x 
integral f ( 1) dt existe; podemos, então, considerar a função F 


а 


definida em 7 e dada рог 


D F(x)= Pro dt. 
a 


Nosso objetivo é estudar a F com relação à continuidade e derivabilidade. Na 
Seção 2.4, estudaremos supondo f continua em Г, provaremos que, neste 


caso, F é derivávelem I e que F' (x) = f(x) para todo x € I. Na Seção 2.5, 
estudaremos supondo apenas que f'seja integrável em todo intervalo [c, d] 


C Ге, portanto, não necessariamente contínua em /. Provaremos, então, que 
mesmo neste caso F será continua em Г; provaremos, ainda, que F será derivável 
em todos os pontos em que f for continua e se р for um ponto de continuidade de f. 


então Р! (р) = f(p). 

Observe que, tendo em vista o que dissemos acima, o gráfico de F não pode 
apresentar salto. Portanto, se você estiver esboçando o gráfico de uma função 
dada por uma integral e se o seu gráfico apresentar salto, apague e comece de 
novo! 


X 
EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de F(x ) = | f (t) dt 
0 E 


onde 


| se O<t<2 
f(t)= 
2 se 1222. 


Solução 


F está definida para todo x > 0. Temos 


f dt se 0xxx2 
0 


f 
_ _ 
' 1 
' 1 
NE: 
' 
ко! 
' 1 
' 
— - 
2 * 
x x x 2 x 
= Е = 2 
[оа Ë dtse0 = x= 2 fro dt |! a p dtsex 2 


x se 0xxx2 
2х-2 se x2. 


Е(х) = | 


Observe que F é contínua e que F' (x) = f(x) em todo x #2. 


2 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da função 


x 1 së =] <l 
ғо) [ f(t)dt onde f(t)= 
3 2 se т>1 
Solucáo 
O dominio de F é o intervalo [—1, + oo[. Temos: 
[а se —1<х=1 
0 


ғо) = гд 
w= | fm dr= 
š | заа за >1 
t 2dt se x 
0 1 Ë 


-——— 


= - 
х x хо 1 x 
fron ldtse-1=x=1 [roya = | 14+] 2 disex> 1 
0 0 0 0 1 
x se —1<хл=1 x se —1<х<=<1 
F(x)= = 
I+[2: 1 se хэл ей 


х 
EXEMPLO 3. Considere a função J” (y) = | f(t) dt 


l 
onde (t) = 170. 
7 t 


a) Determine o dominio de F. 
b) Verifique que F' (x) = f(x) para todo x > 0. 


Solução 


a) Se x > 0, f será contínua no intervalo de extremidades 1 e х: logo, 


| ft) dt existe para todo x > 0. Se x < 0, a integral 
I " 


x 
| Ї ( t) dt não existe, pois f nào é limitada em ]0, 1]. O domínio de F 
| J 


é, então, o intervalo ]0, +оо[. 


X 1 
ЭР (x) = | 3 і. => 0:assim 


F (x) = [In tp = In x. 
1 
Segue que БЭ! (x) = = = T 


Exercicios 2.2 


1. Esboce o gráfico da função F dada por 


2 se 0=#=t<1 

х 
а) ғо) = [ Ра) dt onde f(t)= 1 

9 = se t=1 

t 

х 
b) FG) = га 

1 

т [2 se 1=0 
c) ғо) = | f(t) dt onde ((1) = 

I lo se t>0 

x [o se txl 
d) ғо) = | f(t) dt onde f(t) = 

: In se £21 


e t se —2 <í = 0 
e) ғо) = | РО) dt onde f(t) = 
0 2 
е se t>0 


" 0 se 10121 
р Fo) = Í f(t) dt onde f(t) = 


ч 
һә 


se l| < 1 
х 
Е(х) = | e! dt 
8) б 


2. Seja F (x) = Ї f (t) dt onde 


| se 1+1 
a 


2 se t=1 


a) Esboce o gráfico de F. 
b) Calcule F' (x). 


. Determine o domínio da função F 


x 1 x 1 
а) ғо) = | ——— dt b) Е(х) = Í — dt 
2 78-21 0t—l 
x t x t 
с) ЕФ) = | E d) FQ) =Í a 
E 8: 42254 


x 
Seja Fo) | f (t) dt onde 
0 


t? se 1<1 

(t) = 42 

f — se 121, 
ї 


a) Verifique que F' (x) = f(x) em todo x em que /Тог contínua. 


b) Fé derivávelem x = 1? 


Seja F( x)= | f) dt onde 


| se 141 
ғ) = 
lo 8E £—1. 
a) Verifique que F' (x) = f(x) em todo x em que ffor contínua. 


b) Fé derivável em x = 1? Em caso afirmativo, calcule F' (1) e compare 


com /(1). 


Seja F(x) = fn dt onde 


t? se 1<1 
Ра) = +1 
і 


Verifique que F' (x) = f(x) para todo x. 


2.3. TEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAL 


No próximo parágrafo, vamos enunciar e demonstrar o 2.º teorema 
fundamental do cálculo. Para tal, vamos precisar do teorema do valor médio ou 
teorema da média para integral. 


Teorema (do valor médio para integral). Se ffor continua em [a, b], então 
existirá pelo menos um c em [a, b] tal que 


b 


f(x) dx = f(c) (b а). 


a 


Demonstração 

Como fé contínua em [a, b], pelo teorema de Weierstrass, fassume em [a, b] 
valor máximo e valor mínimo. Sejam M o valor máximo e m o valor mínimo de 
fem [a, b]. Assim, para todo x em [a, b], 


m<f(x) <M 


e daí 


b b b 
[ п dx =< | f(x) dx < | M dx 
a a a 


ou seja, 


b 
m (b — а) = | f(x) dx < M(b — a) 
a 


e, portanto, 


b 
Deste modo, | Fl x) dx é um número entre o menor e o 
a 


maior valor de fem [a, b]; pelo teorema do valor intermediário, existe c em [a, 
b] tal que 


b 
f(x) dx 


AN === Жа 
(с) kaw. 


ou seja, 


b 
f(x) ах = f(c) (b — a). п 
а 


Interpretação Geométrica do Teorema do Valor Médio para Integral 


Suponhamos f continua em [a, b] e f (x) > 0 em [a b]. Assim, 
b 
+ ~ \ » é a área do conjunto А limitado pelas retas x = a, x = b, 
X) ах E 


a 


pelo eixo x e pelo gráfico de y = f (x). O teorema do valor médio conta-nos, 
então, que existe c em [a, b] tal que a área do retângulo de base 5 — a e altura f 
(c) é igual à área de А. 


a с 5 


Antes de encerrar a seção, vamos destacar outra propriedade que será 
utilizada na demonstração do 2.º teorema fundamental do cálculo. 

Seja fintegrável em [a, b] e seja c € Ja, b[. Vimos na Seção 11.4 (Vol. 1) 
que se ffor integrável em [a, c] e em [c, b], então 


b c b 
f(x) dx = | Ре) dx + | f(x) ах. 
а а с 


Pois bem, па próxima seção, vamos precisar da seguinte propriedade, cuja 
demonstração deixamos a seu cargo: “Se f for integrável em todo intervalo 
fechado contido em /, então 


[ro dx = [Гло ах + fro dx 


quaisquer que sejam а, де y no intervalo 7." 


Exercícios 2.3 


1. Suponha f (x) > 0 e continua em [a b]. Prove que 
b 
| f(x) dx > 0 
a 
2. Suponha f (x) > 0 e continua em [a, b]. Prove que se 


b 
| f(x) dx E () пао f(x) = 0, para todo x € [a, b]. 
a 


3. Suponha f(x) >0 e integrável em [a, b]. Aafirmaçào 


b 
“| f(x) ах = 0 = f(x) = 0 em [а,Ь]? 
G 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


4. Suponha f'contínua em [a, b]. Prove 


b 
[f Go dx = 0 e f(x) = 0 em [a, P]. 
а 


5. Sejam fe g contínuas em [a, b], com f(x) > 0 em [a, b]. Prove que existe 
0 € [a, b] tal que 


bo bo 
Р(х) (х) dx = g(0) | f(x) dx. 


a a 


2.4. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO. EXISTÊNCIA DE 
PRIMITIVAS 


Seja f'contínua no intervalo Ге seja a um ponto em /. Como estamos supondo 


f continua em /, para todo x em /, a integral f (1) а existe; 
a 


podemos, então, considerar a função F definida em 7 e dada por 
х 
Е(х) = | f(t) dt. 
а 


Provaremos a seguir que a F acima é uma primitiva de fem /, isto é, F' (x) = 
f(x) para todo x em Z. No que segue, referir-nos-emos a este resultado como 2.º 
teorema fundamental do cálculo ou, simplesmente, teorema fundamental do 
cálculo. 


Teorema (fundamental do cálculo). Seja fdefinida e contínua no intervalo 
Te seja a € I. Nestas condições, a função F dada por 


X 
F (x) = | f( а, x€ I 
a 


é uma primitiva de fem /, isto é, F' (x) = f(x) para todo x em /. 


Demonstração 


Precisamos provar que, para todo x em 1, 
Lo PEGARON EA 
F'(x)= lim ARRE C f (x). 
h— 0 h 
Temos 


x+h 


1 24 4 x+ l 
F(x + h) — F(x) = Ї f() dt - 70 É = [; J 0) 22 


h h h 


Pelo teorema do valor médio para integrais existe c entre x e x + A tal que 


x+h 
f(t) dt = f (c) h. 
x 


Assim, 


F (x + - — F(x) ША 


Tendo em vista a continuidade de fem / e observando que с tende a x quando Л 
tende a zero resulta 


o F(xth)- F(x) 
"(ху = lim —————— —— = f(x). 
F' Q) h50 h / = 


Observe que o teorema fundamental do cálculo garante-nos que toda funçào 
contínua em um intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, 
exibe-nos, ainda, uma primitiva. 


3 
EXEMPLO 1. Seja [^ (x) = | — — df. Calcule к' 
1 1-1 


(x). 


Solução 


— re f (F) = — 
serve que o domínio de F é » pois, e. Č 
шт 1 4-14 


contínua em R Pelo teorema fundamental do cálculo 


E. 
F' (х) = | fear | = ғо) 


ou seja, 


3 
E is um. <a 
(0 1+ х4 


Na notação de Leibniz 


df 3 d 
xU m a |- a 
u А 
EXEMPLO 2. Calcule | sen £^ dt | 
du \ J0 | 


Solução 


Seja /(0 = sen 2. Temos: 


d | 
de | [so dt | = f (u) 


ou seja, 
Era]: 
— sen (^ dt | = sen u^. 
du \ 40 z 
EXEMPLO 3. Calcule G' (x) sendo 
" 
iz 3 
г 1+1 
Solução 


D 3 
G (x) = F (x^) onde F (x) | ET 


EtA РУ. , = == 
С'(х) = F' (х2) 2х e F'(x) 14-35 
С' (х) = 9. 

1+ x? 


Podemos, também, calcular G' (x) da seguinte forma: 


G QUEM mmn 2 
x) t = x; 
(x) | Er. onde u = x 


dG d u 3 du 3 
== | E ТЕ dt | — = FU PU . 2 Х 
dx | dul A 141 dx 1+и 
Portanto, 
6x 

G' (x) =——.. 

1+ xŠ ” 
ЕХЕМРГО 4. Саїсше H' (x) sendo 

х? 3 


х, ээн E 
o IN x 1+1“ 


Solução 


3 
Como Та) = IB é continua em р. tomando-se um 


1+ 4 
número real qualquer, por exemplo 1, tem-se, para todo x, 
| 3 x з 
Н (x) = | - P dt + | - а 
(0 snx 1+ 14 1 1+ 
x? 3 sen x 3 
у = —— dt — | — dt; 
m | 1+ | 1 4 4 


daí 


3 3 
Н (x) = —— (x3y — (бер х)! 
1+ (x3)4 1 + (sen хэ? 
ou seja, 
9x2 3 cos х 


H' (x) = ———-—— 
I+x2  1+sen? x 


Outra forma para se obter H' (x) é a seguinte: como 


T (f )= LL a é continua em B. admite uma primitiva F; 


| 1+ mr 

assim 

x3 
H (x) = | й = 12010 

senx 141 1413 had 
ou seja, 

H (x) = F (x3) — F (sen x) 

daí 

H' (x) = F'(x3) 3x2 — F' (sen x) cos x. 
Como 

Е = 

1+1 

segue 
Но) = 9x2 _ 3cosx | š 


I+x2 14603 x 


EXEMPLO 5. Suponha f (f) contínua em [~ z г] (r > 0) e considere a função 


x 
ЕО) = | fd. xet-rn. 


Prove que se ffor uma função par, então F será impar. 
Solução 


A nossa hipótese é de que fé contínua em [~z r] e f (f) = f (-?) em [-r. r]. 
Queremos provar que 


F (-x) = F (x) em [^r r]. 


JE 
Como F^ (x) = f (t) dt ° fé continua em [x г], pelo 


teorema fundamental do cálculo 
F' G) =f) em [=s r]. 
Temos, também, 
ГЕ C39]! = F3) (x) =- F' (~x) 
ou seja, 
[F CT = —/(—х), pois F' = f. 
Segue que, para todo x em [-1; 1], 
ГРО) + ЕС) = Е (к) - FC) = (х) С) 
ou веја, 
[F (x) + Е(-х)] = 0. 


Logo, existe uma constante k tal que, para todo x em [~z r], F (x) + F (~x) = k. 


0 
Mas FE (O) — "io dt — Qo assim, k = F (0) + F 


(-0) = 0. Portanto, F (x) + F (~x) = 0 ou F (—x) = —F (x), para todo x € [~-r r]. 


Exercicios 2.4 


1. 


Calcule F' (x) sendo F dada por 
31 


m “ 


х 
a) Е(х) = Í 
-2 


2 
с) Е(х) = | cos 14 dt 
x 


2x E 
e) Fix) = | cos t^ dt 
0 
3 [* 2 
2) FO) = х? Í es ds 
1 


1 
i) F(x) = | arc tg 17 dt 


х 


X 5 
b) F(x) = |, sen té dt 


d) F(x) = Í sen 12 dt 
1 


EU i 


p ғо) = |, — at 


х2 5 +14 


x = 
h) Fo) = | x*e* ds 
0 


X 2 
Л Е(х) = Í (х= D) et dt 
0 


Suponha f (f) > 0 e continua ет р. Estude a função 


хі + 3x2 | 
RD dt com relação a 


F (x) = 


crescimento e decrescimento. 


3. Determine uma função : p: R -R contínua, tal que para todo x 


p(x)=1+ 


t (t) dt. 


4. Suponha f'contínua em [~z r] (r> 0) e considere a função 


х 
ғо) = | foa. 


Prove que se ffor uma função impar, então F será uma função par. 


5. Suponha f'contínua em R e periódica com período p, isto é, f(x) = f(x + 


p) para todo x. Prove que a função 


x+p 
ewf fit)dtxER 


é constante. Interprete graficamente. 


1 
Calcule | F ( X) dx onde 
X 0 


? 
F ( X) = | et dt. (Sugestão: integre por partes.) 
1 


т 
Calcule | G ( E) dx onde 
X 0 


G(x) = | sen (2 dt. 
7 


8. As fungóes cosseno hiperbólico e seno hiperbólico, que se indicam, 
respectivamente, por ch e sh, são dadas por 


e! e e! — e! 
ch t = ————— е sht--————-. 
2 2 


- 


a) Verifique que para todo t, (ch 1)' = sh t. 


py Verifique que, para todo /, o ponto (ch t, sh f) pertence ao ramo da 
hipérbole x2 — y2 = 1 contido no semiplano x > 0. 


с) Sendo F (1) a área da região hachurada mostre que 


1 cht 
F (t)= — (ch t) (sho) =) yx? — 1 dx para t > 0. Calcule Fº (0). 


e) Qual é, então, a interpretação para o parámetro г que ocorre em ch 1? 
Compare com o parámetro і que ocorre em cos t. 


2.5. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL: CONTINUIDADE E 
DERIVABILIDADE 


Nesta seção vamos estudar, com relação a continuidade e derivabilidade, a 
função 


X 
F(x) -| Туг, VEL 
a 


onde f é suposta integrável em todo intervalo fechado contido em 7 e, portanto, 
não necessariamente contínua em 7. 


Teorema І. Seja f integrável em qualquer intervalo fechado contido no 
intervalo 7 e seja a um ponto fixo de /. Então a função dada por 


х 
F(x) = | f (t) dt, x 
a 


é contínua em 1. 


Demonstração 


Seja p Є I; existe um intervalo [0,8] C Z tal que a, p € [0,8] e se p não for 
extremo de 1, podemos tomar a e f de modo que p € Ja, f[. Como fé limitada 
em [a, В], pois é integrável neste intervalo, existe M > 0 tal que |f()| < M em [a, 
В]. Para todo x em [a, B] temos 


x р x 
Е(х) — F=f ft) dt -f fad | f (t) dt. 
a a р 


De -M <f(t) € M, para todo t € [a, B], segue que, para todo x € [a, 2], 


x 

-M (x — р) < | f(t) dt & M (x — p). se x > p. 
Р 
Р 

-М (р – x) < | f(t) dt = M (p — x). se x = p. 
x 

Pelo teorema do confronto, 


lim F(x)= F(p). п 


хәр 


х 
Teorema 2. Sejam F (x) = J G) dt como no 
a 


teorema 1. Nestas condições, se f for continua em p € 1, então F será 
derivável em pe F' (p) = f (p). 


Demonstração 


Seja p € I e suponhamos que p não seja extremo de /. Vamos provar que se f 
for contínua em p então 


lim FO) - Е(р) – f(p) (x — p) _ 
x— p X— p 


0 


que equivale a 


F'(p)= lim EXE) PEDE 
x— p x— p 


= f (p). 


Temos 


O Е@)—Е(ру—/(р(х-р)= fro d- fro а= jiro- ft. 

Sendo f'contínua em p, dado € > 0 existe ó > 0, com ]p — à, p + ó[ С 1, tal que 
р-8<1<р+б=-@</()-/(р)<@; 

daí, para todo x em ]p — ô, p + dl, 


@ -elx-pl« рео rotae et рі. 
p 


De (1) e (2) resulta 


O<is- picos, Fo Дре p <€ 


x—p 

e, portanto, 

tim 299 FP- f (p) G — p) _ 
x— p xP 


Analise vocé o caso em que p é extremo de /. 


0. 


3 
EXTENSÕES DO CONCEITO DE INTEGRAL 


3.1. INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


Estamos interessados, nesta seção, em dar um significado para os símbolos 


To a +% 
f(x) dx, | foodx е | f(x)dx. 
— 00 ос 


а = 


Definição 1. Seja fintegrável em [a, t], рага todo t > a. Definimos 


t 
f(x)dx = lim | f(x)dx 
a 


+ 00 


a t— + % 


desde que o limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral 
imprópria de f estendida ao intervalo [a, +oo[. 


t 
Observação. Se lim f (х) іх for +o ou -œ 


t—Ə+% <a 
+ co 
continuaremos a nos referir a f ( X) dx como uma integral 
| a ` 
imprópria e escreveremos 
+ % + 00 
f(x)dx =+% ou f(x) dx = —. 
a а 


Se ocorrer um destes casos ou se o limite não existir, diremos que a integral 
imprópria é divergente. Se o limite for finito, diremos que a integral imprópria é 
convergente. 

Suponhamos f(x) > 0 em [a, +oo[ e que f'seja integrável em [a, t] para toda г 
> а. Seja А o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y € f(x) e x > a. Definimos a 


área de 4 por 


+00 
áreaA =| f(x) dx. 
a 


+ 0 
EXEMPLO 1. Calcule TY. 
| ~ dx 


L x“ 
= || : t] 
| — dx = lim | — dx. 
L Xx тә+= J1 X“ 
t t 
| ЭРЭ -1-4| — 
RE ш X Ji Í 


resulta 


1 
x 
1 
t N + 0 1 
área = y dx área = — dx 
1.x^ 17 x^ 


+ 0 
| dx ans 1. a integral imprópria é convergente. 
51 - 


m 
о] 
EXEMPLO 2. A integral imprópria —— dx é convergente ou 
divergente? Justifique. 
Solução 


t 1 t 
[а= = mr. 
1Х 


Assim, 


х лай! | : 
— dx= lim Int=+o0. 
1 Х 1— + 0 


Logo, a integral imprópria é divergente. 


+01 
área = f — dx= +% 
1 x u 
Tx 
EXEMPLO 3. Suponha s > 0 e calcule e st cos f dt. 
Solução 
+ 00 и 
[ e" cost dt = lim Í est cos t dt. 
0 и +% 40 


Е u 1 u 
Í e! cos t dt = [e 5! sen 1]! — Í — sel sen t dt = e^ sen и +f e`" sen t dt. 
0 1 T O Jo o 

108 


Assim, 

и и 
@ Í eS cos t dt = e^ sen u + s Í e5t sent dt, 
S 0 0 


Por outro lado, 


u u 
| €^ sen t dt =[e7% (— cos 01, -Í - 6-9 (— cos t) dt 
0 1 Т 0 


f 8 
daí 


и и 
| est sent dt = —e 5 cos u + 1 — sÍ est cos t dt. 


0 0 
Substituindo 2 em (1) vem 


и и 
| e5t cos t dt = e7% sen u — se 5 cos u + s — 52 Í et cos t dt. 
0 0 


Daí 
2 f" —st —su —su 
a+ sf e“ cost dt =e sen и — se cos u t s 
0 
e, portanto, 


и 1 " ° 
| est cost dt = ma И sen u — se SH cos u + s]. 
0 


52 
: — SH 
Sendo sen u e cos u limitadas e lim e = 0 (lembre-se 
и To 
de que estamos supondo s > 0) resulta 
1 —su E —su 

lim e ° ѕепи= 0 e lim se “cosu=0 
uo uto 
e, portanto, 

= 1 -si —su 
| e "costdt = lim —[e "senu — se“ cos u + s] = =. 
0 uo 1+5 1+ 5 
Assim, 

+0 _ 5 
| e^" cos t dt = ——— m 
0 18:55 


Definição 2. Seja fintegrável em [t, a] para todo г< a. Definimos 


a a 
| f(x) ах = lim Ї (х) ах. 
— 00 t 


t=% 


Definição 3. Seja fintegrável em [- ż, 1], para todo г> 0. Definimos 


desde que ambas as integrais do 2.? membro sejam convergentes. 


Observação. Com relação à definição 3, se as duas integrais que ocorrem no 2.° 


membro forem iguais a + oo (ou — oo), ou se uma delas for convergente e a outra 
+ оо (08-00), poremos 


+% + 
| f (x) dx = +0 resp. Í f(x)dx = —% 
09 - о 


Exercicios 3.1 


1. Calcule: 
+® | + oo 
a) | y dx b) Í e^ dx 
P x 0 
+% +00 | 
с) | е dx (s > 0) d) | = dx 
o 1 yx 
+0 +o 
e) Í te^! dt р Í te 5! dt (s > 0) 
0 0 
(18 а toe гаг” 
xe ^ ах h | x 
8) Jo DJ TU 
ri ed 0 a 
i) | dx (s > 0) 3! — dx 
o 52 + 2 91 A 


2 2 x^-1 
+ ox "em 1 d 
n re 
п) 1 TEUER 9 dh за 
+ о š +% 1 d 
n t dt | lx 
Р) | dis 9 1 x + x 
+% | 
Саїсше — аҳ onde a é um real dado. 
b 3S 
Calcule 
=l 
a) Í e* dx b) | — dx 
- eo -o0 x 
NE 
— 4 À aX 
с) — m fx d) | хе ах 
nm _ fl ѕе 111 
e) Í 5 f (x) dx onde f(x) = h sexi 1 
РТ me Ш 
-xl dy dx 
р її 4х 2) Lara x 


+0 Т зех| = 1 
1 


h x) di х) = 
) ji- f(x) dx onde f (x) lur ВЭЭ 
x? 


+ 0 
' Determine т para que f (x) dx = L sendo 
o 


m selxl = 3 
O selx|> 3 


| Ци” 
Determine k para que se tenha e 11 dt ды 1 


Хо) = 


— 00 


6. А pm 
Determine m para “| ч + (x) dx 25 i 


fa) = mx? se lxl = 1 
0 se Ixl > 1 


7. Sejam dados um real s > 0 e um natural n #0. 
a) Verifique que 
Tu ect ñ IT eg. сн 
| e * ("^ а= — ELE тай) 
0 s 40 
b q n! 
Mostre que e $! д а = A 
0 snl 


8. Sejam ae s, s > 0, reais dados. Verifique que 


+ 00 
a) |, et sen at dt = ый z 0) 
52 +a? 


+ 00 4 
Б) | € * cos at dt = => 
0 шооч үс 
+0 


с) | е“ е! dy = (s> а) 
0 5-4 
+ 00 
d) |, eS qt d. 
+0 ` 
е) |, e* tdt= 28, 
s< 
+ o 
р ёо" te qt = l (s> а) 
| 0 (s— a)? 
9. + оо 
Utilizando o Exercício 8, calcule 1 e $! f(t) dt sendo: 


a) f(D = sen t+ 3 cos 2t 
b) f (t) = 3t 2e3t + tet 


10. Suponha que, para todo ¿> 0, f seja integrável em [~ 1, t]; suponha, ainda, 
que f(x) > 0 para todo x. Prove que 


+0 t 
| fo)dx— lim | f х) ах. 
со ` ub 


19 +% 


3.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL IMPRÓPRIA 


Suponhamos f definida em R e tal que, para todo x, 


f(t) dt seja convergente. Podemos, então, considerar a 


— 00 
função F definida em R dada por 


X 
Е(х)= | 10) at. 


Fixado o real a, para todo real u, 


x a 8 ч 
[Гоа | го» | го: 
и и а 


fazendo u — — eo resulta 


Í „а = Ї NOTA NC dt 


e, portanto, 


F (x) = Í ¿Í d+ HQ) 


onde 


X 
H (х) = | f (p dt. 
a 
Já vimos que H (x) é continua e que H é derivável em todo x em que f for 


contínua; além do mais, H' (x) = f(x) em todo x em que f for contínua. Como 


f (t) dt é constante, resulta que F é contínua e que F” (x) = / 
— 0 F 


(x) em todo x em que f for contínua. 


X 
EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de F (x) — | 47 (0) dt 


“Їзейж1 `` 
onde p=] 5 
f [0 se Itl > 1 


Solução 


f „а= Г Dat Г SOd= Го dt+ s 1 dt 


Гло dt =[.0 dt «p dt + [0 dt 


Ї 0 dt sexx-l 
— oo 

x =] х 
| а= | 0 dt + Í 1 dt se 1х1 <1 
— do — о =] 


-1 1 x 
| 0 dr | а+[ оа ве х >] 
EI -1 1 


" Jo ех =—1 
Fo)= | К) dt 1x 1 selxI<1 
E |2 sex =1 


=] 1 
О se Ixl > 1 
Observe: F é continua e , 5 — А 
Р (0) 711 ѕе 1х1<1 


EXEMPLO 2. Босс о gráfico da função 


F (x) = f f (t) dt onde 


l 
fo- Ё se 1121 


A зей <1 


Solução 


Assim, 
X 1 
— dt sex<—1 
P. f (0) dt = [Xp 1а зве -1=х<1 
1 


-1 
E za [p Idi a se x1. 


Í 7 dt lim [a z dt lim | І + 1 І. 
- o [^ k——% k t“ k—— x k x 


Em particular, —— = pee 
— 00 


1 


=— sex<-—l 
: x 
ғо) = [Í /@а =+1+[]ў, 566-1«х«1 
же š 
1+2+[-5] sex >] 
Цаг 
ou seja, 
— — sex <-1 


x 
Е(х)-4х 42 se—1<x=<1 


Aai sex>l. 


X 


Como fé contínua, F é derivável em todos os pontos; assim, o gráfico de F nào 
apresenta “bico”. 


Exercicios 3.2 


X 
Esboce o gráfico de F (x) — || f (t) dt onde 
— 00 


en [2 seltlm 1 5 sra Fi se—-let=sl 
: 9-1 seltl>1 2 /9-( seltl>1 


Р” Залилан! 
3 цан E 4. f) 24— se t>1 
0 1<1 t 

Е 0 se 1<0 
5 н 2 и 6. f=!" 
= 12 ѕе 111 = 
1 0 ѕег=0 
7. (0) = 5 8. - 
= тъ; O = ег o 
1 
282 sisl 0 ѕег=0 
9. (0)- Д 10. (() = 11 зей хє 
= set>1 À ats 
f t 


3.3. INTEGRAIS IMPRÓPRIAS: CONTINUAÇÃO 


O objetivo deste parágrafo é estender o conceito de integral para função 
definida e não limitada num intervalo de extremos a e b, com a e b reais. 


Definição 1. Seja f nào limitada em Ja, b] e integrável em [t, b] para todo гет 
Та, b[. Definimos 


b b 
/(х)ах = lim | /(х) dx 
a 


t— at t 


b 
desde que o limite exista e seja finito. O número f ( Х ) а X denomina- 
a 


se integral imprópria de f em [a, b]. Se o limite for +оо ou —co, continuaremos a 


b 


nos referir a ha ( Y ) d x como uma integral imprópria e escreveremos 


a 


2 р 
f (х) dx = +% ou | f(x)dx = —% 
a a 


, conforme o caso. Se ocorrer um destes casos ou se o limite não existir, diremos 
que a integral imprópria é divergente. Se o limite for finito, diremos que a 
integral imprópria é convergente. 

Já observamos que uma condição necessária para uma função f admitir 
integral de Riemann num intervalo [a, b] é que f seja limitada em [a, b]. Deste 
modo, se f não for limitada em [a, b], f não poderá admitir, neste intervalo, 
integral de Riemann; entretanto, poderá admitir integral imprópria. 


11 
EXEMPLO. Calcule | ——— dx. 


04x 


Solução 


f (x) = ———— é não limitada em (0, 1] e integrável (segundo 


! | 1 ; 
i = lim [2- 241] = 2 


ou seja, 


: 1] : 1 
área = | — ax. área = | — dx. п 
t NX 04x 


Exercícios 3.3 


1. Calcule 
11 11 
а) Í з= b) — dx 
ох 0x 
3 y? 1 
c) Í : dx d) In x dx 
1 (х? =] 0 


2. Suponha / nào limitada em [a, b[ e integrável em [a, 1] para a < t < b. 


b 
nesa foe» dx: 
a 


3. Calcule 
L j 2 1 
x d ь |e 
a idies x ) Jo 42-х 
2 1 1 
с) | > dx d) | 5 dx 
-14-х7 0.1-х2 


4. Suponha f não limitada e contínua nos intervalos [a, с[ e Jc, b]. Defina 
rb 


f (х) ах 
а 
5. Calcule 


2 1 ta 
a) | -= dx b) ] — dx 
о3х-1 = Uol 


6. Suponha fcontínua em Ja, b[ e nào limitada em Ja, с] e em [c, b[. Defina 
rb 


fx) ах 


а 


34. CONVERGÊNCIA E DIVERGÊNCIA DE INTEGRAIS 
IMPRÓPRIAS: CRITÉRIO DE COMPARAÇÃO 


Em muitas ocasiões estaremos interessados não em saber qual o valor de 
uma integral imprópria, mas sim em saber se tal integral imprópria é 
convergente ou divergente. Para tal fim, vamos estabelecer, nesta seção, o 
critério de comparação que nos permite concluir a convergência ou a 
divergência de uma integral imprópria comparando-a com outra que se sabe ser 
convergente ou divergente. 

Observamos, inicialmente, que se ffor integrável em [a, f], para todo t > a, e 
se f(x) >0 em [a, +eo[, então a função 


X 
F (x) = | fid,x>a 
a 


será crescente em [a, +o[. De fato, se x1 e x2 são dois reais quaisquer, com a < 
xl < x2, então 


X X X 
F (ху) - F (x) =Í 2 fr) dr — поа | 2 f(r) dt = 0. 
а а X| 


Assim, quaisquer que sejam x1, x2 em [a, +0[, 


х1<х2 = F (x1) <F (x2). 


Logo, F é crescente em [a. *oo[. Segue que 


lim f (1) а ou será finito ou +00; será finito se existir 
x= +00 a 


М> 0tal “| Ї (1) а = М para todo x > a (veja Exercício 


а 
9). 


Critério de comparação. Sejam fe g duas funções integráveis em [a, À, 
para todo г> a, e tais que, para todo x >a, 0 € f(x) < е (x). Então 


+o +00 
a) | g(x) dx convergente = f (х) dx convergente. 
a a 


+0 +0 
b) | f (x) dx divergente = | 8(х) dx divergente. 
а а 


Demonstração 


lim Í g(x) dx é finito, pois, por hipótese, 


+00 
d ” é convergente. De 0 < f(x) < g(x), para todo x 
| g (x) dx 
a 


>a, resulta 


t t о 
f(x)dx «| g(x) dx = Г g (x) dx. 
1 a 


а 


Sendo F (t) = — f T х) dx crescente e limitada, resulta 
que lim Í Tt X) dx será finito e, portanto, 


t— +% 
o 
| f (x) @х será convergente. 
a 


b) Fica a seu cargo. 


+0 +0 
| g(x) dx convergente = f(x) dx convergente 
a a 


+0 


+0 
| f(x) dx divergente = g(x) dx divergente 
a 


a 


+00 


9 9 
EXEMPLO 1. Verifique que | e^ sen” x dx * 
0 


convergente. 


Solução 


= y) = 
0 = e " sen" x & e ^, para todo x 2 0. 


+00 po Е 
| е^ ах = lim e ах = lim [—e '+ 1] = 1, logo, 
0 t5+0 40 t5+0 


ex dx é convergente. Segue do critério de comparaçào que 


«La 
8 


: 9 
ех sen х dx = 1. 


| ех цайг x dx é convergente e, além disso, 


EXEMPLO 2. Verifique que a integral imprópria 


+ oo х3 
1 xt+3 


Solução 


dx é divergente. 


— 
— 


Para todo 


х“ + 3 4 х 
+ 00 
ын w— dx = +00 segue, pelo critério de 


1 4x : 
+ 20 х- 


comparação, que dx é divergente. 


1 xt+3 


O exemplo que daremos a seguir será bastante útil no estudo de convergência 
de integrais impróprias cujo integrando não seja sempre positivo. Tal exemplo 
00 


conta-nos que se | f (x)| dx for convergente, entào 


а 
+ o5 
F ( X) dx também será (nào vale a recíproca). 
a ` 


EXEMPLO 3. Suponha fintegrável em [a, t], para todo г> a. Prove 


© + oo 
Í If (o) dx convergente = f(x) dx convergente. 
a a 


Solução 


Para todo x >a, 


0<|/(х)| + о) <2 |/(х)|. 


+ 00 

Sendo | If (x)| dx convergente, resulta, do critério de 
Min 

comparação, “| [If (x yl 4- f (x)] dx é, também, 


a 


convergente. Temos 


14 t t t 
Í fwdr= Ї (SGA 7001-1700) dx = Ї IFI + f Q0] dx — Í FO) dx. 


СОР оо +0 
| LAGO + f 09] dx ef IF œl ах 
a a 
+0 
são convergentes, resulta que f(x) dx também é 
a 
convergente. 


Е 3 
EXEMPLO 4. A integral imprópria [ e X sen x dx ° 
0 


convergente ou divergente” Justifique. 


Solução 


0 < | e7x sen3x|<e-. 


+ 00 


Сото е =X d Х ё convergente, então 


To x 3 
| | е ^ sen x | (Lx também será convergente; pelo 


+ x р 3 
Exemplo 1 e X sen x dx é convergente. 
0 


ч 
EXEMPLO 5. É convergente ou divergente? Justifique. 
+0 1 +% 1 
a) Í Sen X ey b) Í sen x Я; 
1 x 1 х 
Solução 
11 1 ' (51 
a) [аха — (— cos x) - |--CO cos x) dx= 
1Х х 1 1 Xx“ 
cost t cos x 
=- + cos | — | — dx. 
t 1 x^ 
cosx| 1 
Para todo 0 = FT | = AS Como 
x^ X 
юр 
pex Focos x 
E dx é convergente, n dx 
1 = | x^ 


a mE CUN аР 
mbém será, e, portanto, Нарийн é convergente. Como 
z dx 
І x 


0 
' _ limitada 


š cos f : 1/- \ 
lim = lim ‚(сой = 0 
гә+= 1 t+ ft « 
resulta 
Fo gen x Tocos 
| —— dx = cos 1 - | —— dx 
1 Х 1 x^ 
+ % sen х 
ou “| — — dx é convergente. 
1 X 
b) Para todo x, |sen x| < 1 e, portanto, 
sen2 x X |sen x]. 
Segue que, para todo x > 1, 
O sen x > Sen“ x 
х x 


Temos: 


Ч 
[sen хас- (Dx = sen 2] 
1х х\2 4 


> ? t sen 2 
= хааг ны ЇГ a 
4t 4 


3-9 sen 2x 


Tendo em vista que —— d x é convergente (por 


1 2x 


i sen 2t 
lim —————= (res 


t 2 
1 sen” . 
lim — A V = +оо 
тә+= Xx 


ou seja, 


+% sen x 


Pelo critério de comparação (veja Q> | — x é 


divergente. Tendo em vista o item a), conclui-se que a recíproca 5 afirmação do 
Exemplo 3 não é verdadeira. 
ч 


O teorema seguinte, cuja demonstração é deixada para exercício, estabelece 
a convergência ou divergência de certas integrais impróprias e que serão úteis no 
estudo de divergência e convergência de integrais impróprias. 


Teorema 


+% 1 


a) = dx é convergente рага а > 1 e divergente para а < 
p с 
1. 
со 
-4ЕХ ».. 
b) e dx é convergente para todo a > 0. 


Exercicios 3.4 


1. É convergente ou divergente? Justifique. 


+= 1 
а) Í —— — dx 
ї x" 3r 


+0 1 Tex dx 
с) Í ——————— dx d) | 5 E s 
2 1х52х41 LE 
+= cos 3x += cos 2x 
e) Í dx p | 2207 
1 1 x 
+ о 2. a 3 + 00 1 
8) | <a dk h) Í 7 dx 
ГЭВ ээг? 1 2 xºInx 
+e __ € += 
i) Í eX cos үх dx Л 1 
o 
+a аха 
D Í ——— — — dx m) | ue dx 
1 бх = 


2. Suponha fintegrável em [a, 1], рага todo t> a, com f> (x) 0 em [a, + œf. 
Suponha que existem um a real e uma funçào g tais que, para todo x > a, 


Fl E ) = .— x É ( x) Suponha, além disso, que 
lim 5 = TN L > Duca: Prove: 


x—+% 


a) Tc 
C > ] >| f (x) dx convergente 
a 
b) Tc 
а = 1 =» f (x) dx convergente 
a 


3. Utilizando o Exercício 2, estude a convergência ou divergência de cada 
uma das integrais a seguir. 


49 хб хф] n 5-3 
а) Í —— dx b) Í -p dx 
1 3 10 y х2 + у!0 _ 1] 
РЕ In x 
c) | 4х 4) | — dx 
i 5 +x+2 1 xIn(x +] 


4. Seja fcontínua em [0, f], para todo г> 0, e suponha que existem constantes 
М> 0e y > 0 tais que, para todo t> 0, 


Lf (0) 1 & Me”. 


+00 
Prove que е: st f (1) аг? convergente para s > y. 


0 


Observação. Uma função f se diz de ordem exponencial y se existem 
constantes M> 0 e y > 0 tais que se verifica. 


5. Seja fuma função, com derivada contínua, e de ordem exponencial y. 


+ 
Verifique que, para $ B n | е s f е (1) dt Š 
0 


convergente e que 


Tx ing 
| ef (D) dt = sÍ е“! f (t) dt — f (0). 
0 0 


6. Suponha que fseja de ordem exponencial y e que, para todo t real, 


(2) ТООЖ 30) = t. 


Mostre que, para todo s > y, 


" qe 0 
(3) Í e f (D dt = f% + -———— 
0 50:53 3533) 


Conclua que existem constantes А, B, C tais que 


+e (0 B C 
| e 5 f (t) dt =—— f a e. 
0 S3 5 s? s+3 


Agora, utilizando o Exercício 8 da Seção 3.1 e supondo f (0) = 1, determine 
fque verifique e mostre, em seguida, que esta f satisfaz 


Observação. A função g dada por 
To 


g (s) = e ? f (t) dt 
0 


denomina-se transformada de Laplace de f: 

7. Procedendo como no exercício anterior, determine ftal que 
a) f (t) = 2f() = coste f(0) = 
b) f (0 * f) = e2tef(0) = — 


8. Suponha que fe /' sejam de ordens exponencial ү! e y2, respectivamente. 
Suponha, ainda, que f" seja contínua. Verifique que 


+o ,[** E 
| eS f" (D dt = ¿Í est р (D dt — sf (0) — f’ (0). 
0 


O 
lim F (x) 


x>3+0 
será finito ou + оо, Será finito e igual a sup {F (x) | x > a) se existir M > 0 
tal que, para todo x >a, F (x) <M. 


` Suponha F (x) crescente em [a, + oo[. Prove que 


4 
APLICAÇÕES À ESTATÍSTICA 


41. FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE. PROBABILIDADE 
DE VARIÁVEL ALEATÓRIA CONTINUA 


Definição. Seja fuma função definida para todo x real e integrável em todo 
intervalo [a, b], com a e b reais e a < b. Dizemos que f é uma função 
densidade de probabilidade se as seguintes condições estiverem satisfeitas: 


i) f(x) 20 para todo x; 
+ 


9 f(x) dx = 1 


— 00 


EXEMPLO 1. Sejam a < b dois reais quaisquer e fa função dada por 


1 
Јо) = ¿ba 
0 se x<ao x>b 
Verifique que fé uma função densidade de probabilidade. 


Solução 


De b > a segue que f(x) >0 para todo x. Por outro lado, 


u b 1 
Ро) ах = | —— ах = 1. 
== a b=a 


Logo, a função dada é uma função densidade de probabilidade. 


EXEMPLO 2. Sendo £ > 0, verifique que a função f dada por 


e xB 
f(x) = se x= 0 
0 se x < 0 


é uma funçào densidade de probabilidade. 
Solução 
De f > 0 segue que f(x) >0 para todo x real. Por outro lado, 


+00 +0 „—х/В 5 
| f(x) dx = | = dx = : lim | eB dx = 1 
oo ` 0 B В s += 40 


5 
| eB dy 2 —ge “Ë +B e lim eB = 0. 
0 


$— +00 


Assim, a função dada é uma função densidade de probabilidade. 
ч 


Consideremos um experimento qualquer, e seja 5 o espaço amostral 
associado a tal experimento, ou seja, 5 é o conjunto de todos os possíveis 
resultados de tal experimento. Suponhamos, agora, que a cada resultado possível 
de tal experimento seja associado um número X. Pois bem, a variável X obtida 
dessa forma denomina-se variável aleatória. Se o conjunto de todos os valores de 
Х for finito ou enumerável, dizemos que X é uma variável aleatória discreta. 

Quando a variável aleatória X é discreta, é possível associar a cada valor de X 
uma probabilidade. Consideremos, por exemplo, o experimento que consiste em 
lançar uma moeda. Neste caso, o espaço amostral é o conjunto fcara, coroa); se 
ao resultado cara associarmos o número 0 e ao coroa o 1, a variável aleatória X 
poderá assumir qualquer valor do conjunto finito (0, 1), e X será então uma 
variável aleatória discreta. Supondo a moeda honesta, a probabilidade p (x) de 


cada valor x de x é — ou seja, 


; é usual a notação P (X = x) 


1 
р(0) = — ep (1) = 


- - 
para representar a probabilidade de a variável aleatória X ser igual a x: P (X = x) 
= p (x). Observe que p (0) + p (1) = 1. 

Consideremos, agora, um experimento em que o espaco amostral consiste 


em n resultados possíveis, sl, 52, ..., sn, e a cada resultado si associamos um 
número xi; então (xi | i = 1,2, ..., nj é o conjunto dos valores possíveis da 
variável aleatória discreta X; a cada valor possível xi de X podemos atribuir uma 
PAM p (x) = P (X = xi), co p (x) > O e 


р (Xj ) = L Se o conjunto dos possíveis valores assumidos 


і= | 
por X for enumerável, ou seja, da forma (xi | i natural), as duas condições acima 
deverão ser substituídas, respectivamente, por p (xi) > 0, para todo i natural, e 


+90 
р(х) = lee 


i=l 
+00 n 

р(х) = lim p(x;). 
= n ә +% ic 


A seguir, definimos probabilidade de uma variável aleatória que não é 
discreta mas que admite uma função densidade de probabilidade. 


Definição. Sejam X uma variável aleatória e f uma função densidade de 
probabilidade. Dizemos que a variável aleatória X tem densidade de 
probabilidade f'se a probabilidade de X pertencer ao intervalo Ja, b[, com a < 
b quaisquer (a = — o» ou b = + oo), for dada por 


b 
P(a<X<b)= f (x) dx 


a 

respectivamente, 

b 
P-o<X<b)=PX<b)= | f(x)dx 

— 0 

+ 
P(a < X <+=)= P(X>a)= f(x)dx). 

a 


a b x 


área hachurada = P (a =X = b) 


Desse modo, a probabilidade de X estar entre a e b nada mais é do que a área da 
região limitada pelo gráfico de y = f(x), pelas retas x = a, x = b e pelo eixo x. De 


+ 
Т(х) dx = = ] ef x) = () para todo x, resulta 
— 00 


que a probabilidade de а variável aleatória X pertencer ao intervalo Ja, b[ é tal 
que 0 € P (a < X € b) < 1. Observe que f(x) dx é um valor aproximado para a 
probabilidade de a variável aleatória X estar compreendida entre x e x + dx. 

Pelo que sabemos sobre as funções integráveis, nada muda nas definições 


acima se um dos sinais < (ou ambos) for trocado por <; assim, 
P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b) etc. 


Dizemos que uma variável aleatória X é continua se, para todo a real, a 
probabilidade de X = a for zero. Pois bem, se X é uma variável aleatória que 
admite função densidade de probabilidade f; então X será uma variável aleatória 


contínua, pois рага todo a real 
P(X=a)= | /(х)4х-0 
а 


EXEMPLO 3. Suponha que o tempo de duração de um determinado tipo de 
bateria (digamos, bateria de relógio) seja uma variável aleatória X contínua com 
função densidade de probabilidade dada por 


| =x/3 
fa) = x/3 


0 se x<0 


sendo o tempo medido em anos. 


se х2 


a) É razoável tomar f como função densidade de probabilidade para a variável 
aleatória Х? 

b) Quala probabilidade de a bateria durar no máximo um ano? 

с) Qual а probabilidade de o tempo de duração da bateria estar compreendido 
entre 1 e 3 anos? 

d) Quala probabilidade de a bateria durar mais de 3 anos? 


Solução 


Pelo Exemplo 2, tal fé uma função densidade de probabilidade (f = 3). 


a) Inicialmente, observamos que teoricamente X poderá assumir qualquer valor 
real positivo. É razoável supor que a probabilidade de X pertencer ao intervalo 
[x, x + Ax], com Ax > 0 e constante e x > 0, decresce à medida que x cresce, 
e, como a probabilidade de X ser menor que zero é zero, é então razoável 
esperar que a f seja nula para x menor que zero e descrescente no intervalo 
10, +о[. Como a f dada acima satisfaz tais condições, é então razoável tomar 


tal função como função densidade de probabilidade da variável aleatória X. É 
claro que essa fnão é a única função que satisfaz tais condições. 


4 


“| - 


| ЖЕНЕ 
== х/3 
: 2 
3 
Ene. s 
—— —À — m 
Ax Ax 


b) A probabilidade de que a bateria dure no máximo um ano é a probabilidade 
de a variável aleatória X pertencer ao intervalo [0, 1]: 


Й 1 x TR -х8| 2 -1/3 
Р@<Х 1) = + [ e = |е] = 1 —e 15 = 028. 


Em termos percentuais, a probabilidade de a bateria durar menos de um ano 
é de aproximadamente 28%, ou seja, em cada 100 baterias, espera-se que 28 
deixem de funcionar com menos de um ano de uso. 


3 " 
Орү«Х-3)- i Í e дұ = [es] = —e l+ e7!’ = 0,35 
3 1 


- Assim, a probabilidade de que a bateria dure de um a três anos é de 35%. 
1 ft С > " 
Фр(з<ху= zh des [ee] 65 
3 43 3 


. A probabilidade de que a bateria dure mais de 3 anos é de 37%, ou seja, em 
cada 100 baterias, espera-se que 37 durem mais de 3 anos. 
ч 


EXEMPLO 4. Seja fdada por 


Que valor da constante k torna fuma função densidade de probabilidade? 


Solução " — 
Como f(x) dx = fo) dx 
| 


— 00 


precisamos determinar k de modo que — dx — L De 


1. ж 


— dy == — (verifique), segue k = 2. Assim, para k = 2 
3 ах = Ч g р 


ИМ = 2 


a fé uma função densidade de probabilidade. 


Exercícios 4.1 


1. Determine k para que a função dada seja uma função densidade de 
probabilidade. 


a) f(x) = kxe-x2 para x > 0 e f(x) = 0 para x < 0. 
b) f(x) = ke-|x — 1| para todo x. 
с) f(x) = kx (x 5), 0<x <5 e f(x) = 0 para x < 0 ou x > 5. 


° k 


(x) = —ənaara todo x. 
1+ 4x? 


2. Suponha que o salário R$X de um funcionário de uma fábrica seja uma 


variável aleatória com função densidade de probabilidade f (x) = kx-2 
para x >400 e f(x) = 0 para x < 400. 


a) Determine k para que fseja uma função densidade de probabilidade. 
b) Qual a probabilidade de o salário ser menor que R$1.000,00? 


c) Qual a probabilidade de o salário estar compreendido entre R$2.000,00 
e R$5.000,00? 


d) Se a fábrica tem 3.200 funcionários, qual o número esperado de 
funcionários com salários entre R$2.000,00 e R$5.000,00? 


42. FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO 


Seja X uma variável aleatória. A função F dada por 
F (x) = P (X <x), com x real, 


é denominada função de distribuição da variável aleatória X. Se X for uma 
variável aleatória contínua, com densidade de probabilidade /; teremos 


X 


F()=P(X=<x= f (0 dt 
— 00 


para todo x real. 

Observe que, se X for uma variável aleatória continua com função densidade 
de probabilidade f; então a sua função de distribuição F é uma função contínua e 
Е' (x) = f (x) em todo x em que f for continua. Observe, ainda, que a 
probabilidade de a variável aleatória X pertencer ao intervalo [a, b] é 


b 
Р (а = Х = Б) = Е(Ь)— Е(а)= | f(x)dx. 


а 


Observe que, se F for uma função de distribuição, deveremos ter 
necessariamente 


lim F(x)-le lim F(x)=0 


x — 1,00 x — —@ 


. Você concorda? 


EXEMPLO 1. Considere a função densidade de probabilidade dada por 


FO) = E] Sex = ] e f(x) = 0 se x < 1. Determine e 
Ж» 


esboce o gráfico da função de distribuição F. 


Solução 


X 
De F (x) = | f(x) dx segue que F (x) = 0 se x < 1 
— 00 
X 


1 
“Е(х) == үй dtsex>1,ouscja, 


(Observe que lim F(x) = 1.) 


хэ +20 


EXEMPLO 2. Seja X uma variável aleatória discreta que pode assumir qualquer 


valor do conjunto (0, 1) e com probabilidades P (X = 0) = p (0) = ——e P (X = 


9 
1 - 
1) = p (1) = ——. Esboce o gráfico da função de distribuição da variável 
су 
< 
aleatória X. 
Solução 


Temos P (X < 0) 0, pois X não pode assumir valor negativo; para 0 <x < 1, P 


(X <x) = P (X = 0) = — pois X = 0 é o único valor que X poderá assumir no 


9 


ЕЧ 
intervalo [0, 1[; рагах > 1, Р(Х<х) = P (X= 0 ou X= 1) = Р(Х= 0) + Р(Х = 1) 
1. Assim, 


h sex«0 : YT 

F()2P(Xxx)- Ls0sx<1 — 

IE ѕе х 2 1. = : & 
1 


Observe que F é descontínua nos pontos x = 0 e x = 1. Observe, ainda, que 


lim F()=1 


x —+ +00 


Exercicios 4.2 


1. Determine a função de distribuição da variável aleatória X, sendo sua 
função densidade de probabilidade dada a seguir. 


a) 1 


f(x) = —— para 0 €x <5 e f(x) = 0 para x < 0 oux > 5. 


5 


e x рагах2>0е/(х) = Орагах < 0. 


2) 1 41 
Гох) = —е x para todo х real. 


у 


< 


2. Sabendo que a função de distribuição da variável aleatória X é dada por 
"у y 
rax 


Fx) = = | — dt. determine sua 
m» |+? 


função densidade de probabilidade. 


3. Seja X uma variável aleatória discreta que pode assumir qualquer valor do 


conjunto (0, 1, 2) e com probabilidades P (X = 0) = —, P (X = 1) = — 


e P (X= 2) = ——. Esboce o gráfico da função de distribuição da variável 


9 
= 
aleatória Х. 


4.3. VALOR ESPERADO E VARIÂNCIA DE VARIÁVEL ALEATÓRIA 


Consideremos uma coleção de л números reais em que o número х1 aparece 
repetido nl vezes, x2 aparece n2 vezes, ..., xk aparece nk vezes, de tal modo que 


k 


п, = т pois bem, a média aritmética E desses números é 


> 


k 
: 22 ` n; 
x= n; x; = X; fi, onde f; = —. 
i=1 i=1 
Sabemos que a distância do número x; a Ж é|xj— x |; assim, o quadrado da 


distância de хуа Y é (x; — y )2. A média aritmética dos quadrados das distâncias 


dex;a Xx. ide 1 a k, é, por definição, a variância de tais números: 


k k 
T M 1 =.2 zuo 
variância = — > (x; — x) n; = p) w= x) Jš 
n 
i=1 i=1 


Araiz quadrada da variância denomina-se desvio padrão de tais números: 


k 
| 
; _ ie 
desvio padrão = | У (x; — x)2 fi. 
M 
[i21 


Observe que, quanto maior o desvio padrão, mais afastados estarão os números 
x; da média E e, quanto menor o desvio padrão, mais concentrados em torno da 


média x estarão os números ху. 


Consideremos, agora, uma variável aleatória discreta X com possíveis valores 
x1, x2, x3, ..., xk e probabilidades p (x1), p (x2), ..., p (xk). Por definição, o valor 
esperado ou média de X, que se indica por E (X) ou simplesmente por x, é 


k 
E (X) = Xi p; X 
i-1 


Por outro lado, a variância de X, que se indica por Var (X) ou simplesmente 
por 62, c > 0, é, por definição, dada por 


k 
Var(X) = Y (х; – Е(ХУ p (х). 


i=l 
п, 


, para i de 1 a К, o valor esperado E 


Observe que se р (х) — 


(X) nada mais é do que a média E. e Var (X) nada mais é do que a variância dos 


números xl, x2, x3, ..., xk, onde xi aparece repetido ni vezes e 


i=1 


Araiz quadrada de Var (X) é o desvio padrão o da variável aleatória Х: 


o = Var (X). 


Observando que, para dx suficientemente pequeno, f(x) dx é praticamente a 
probabilidade de ocorrência de x, nada mais natural do que as seguintes 
definições de valor esperado e variância para uma variável aleatória contínua. 


Definição. Seja X uma variável aleatória continua X, com função densidade 
de probabilidade f. Definimos o valor esperado E (X) de X por 


+0 


E(X) = x f(x) dx 


—00 
e a variância Var (X) de X por 
+00 


Var (X) = x — E COP f(x) dx 


desde que as integrais impróprias sejam convergentes. 


Lembrando que E (X) é um número, temos 


+00, +00 » (to 
Var (X) = Í 5 x f (x) dx - 2E(X) Г x f(x) dx + [E OO] | Р f(x) dx. 
De 

+0 +00 


E (х) = x f(x) dxe Т(х) ах = 1 


— 00 — 00 


resulta 


© 
х 


+% 
Var (X) = Г xf Q) dx — [E 0]. 


EXEMPLO. Seja X a variável aleatória com funcáo densidade de probabilidade 


e ^! B 
fo) = B se x > 0 (B > 0) 
0 se x<0. 


Calcule o valor esperado e a variância de X. 
Solução 


Cálculo do valor esperado E (X). Como f(x) = 0 para x < 0, vem 
LHE 
Е(Х) = B xe “Bar, 
0 


Integrando por partes, temos 
5 5 E o 
| xe “В ах = [—Вхе—*/ pl +в | e P ах 
0 0 0 
e, portanto, 
5 " 
| xe VB dy = [—Bse 7P] + g [1 - e “PB, 
0 
De 


lim — se Ё = Ое lim e "P = 0 


S — +00 5 — + 


(confira) resulta 


+00 
E(X) = 2, | xe B dy = 2, 2-8, 
В “0 B 


Assim, o valor esperado da variável aleatória X é E (X) = В. Vamos, agora, ao 
cálculo de Var (X). Tendo em vista Ч 


? 


+0 
Var (X) = AE 02 UB dx — [EGO 


Integrando duas vezes por partes, obtém-se: 


49, __ 
Ч. e VP qx = 2g? 


Lembrando que E (X) = f, resulta: 
Var (X) = 82. 
Conclusão: 


E Q0 = Ве Var Q0 = p2. 


Exercícios 4.3 


1. Determine E (X) e Var (X) da variável aleatória X com a função densidade 
de probabilidade dada a seguir. 


1 


Ро) = = ———рагаа<х<Ье/(х)=0рагах<аех> 


b—a 
b. 


b) 3 


f (x) ш —— para x > 0 e f(x) = 0 para x < 0. 


(x + 1) 


c) f(x) = x e-x para x 20 e f(x) = 0 para x < 0. 


44. DISTRIBUIÇÃO NORMAL 


Inicialmente, observamos que no Vol. 3 será provado o seguinte importante 
resultado: 


Por e-x2 ser uma . função par, resulta 
со j 
TEN, e VT 
e * dx —— 
0 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = ke—x2/2, com x real. Determine o valor da constante k 
de modo que /ѕеја uma função densidade de probabilidade. 


Solução 


Como f é uma função par, devemos ter 


+00 1 
Э 
„„—Х* /2 dx = „~ Fazendo a mudança de 
o Me 2 


=. 
variávelx=u | Í "n , resulta 
У 2 


5 жин гээ 5/42 5 
| e^ аек f ` ert du. 
0 0 
Para s — +00, resulta 


+00 , +% , 
| ke7**1 ах = k 42 | e" du = 
0 0 


Deveremos ter então k. 2 хэ — Д. ou веја, 
2 2 
| 
\2т 


EXEMPLO 2. Sendo yu e о, o > 0, duas constantes dadas, mostre que 


= E e — uy 20? dy = 1. 
ENPI = 
Solução 
Como о gráfico de 
f(x) = A e Xx — Ш)? 120? : 
or 


simétrico em relação à reta x = и, basta mostrar que 


1 = КРИЯ 
—(x-u)2/202 
Í eu) 120: ах- 
о-(2т cu 


1 
2 A — 


- XTU 


Fazendo a mudança de variável T = —————— tremos dx = c dz e z 


o 


= 0 para x = u. Tendo em vista o exemplo anterior, segue que 


1 +» 21002 1 +2 2 
ex ш) 120" dx 2 — Í e 12 dz = 


1 
о-/2 “H ү2т “0 2 


A seguir, vamos destacar a distribuição de probabilidades mais importante da 
estatística: a distribuição normal. 


Definição. Dizemos que a variável aleatória continua X tem distribuição 
normal, com média и e variância 02, o > 0, se a sua função densidade de 
probabilidade for dada por 


my ES AM rp 
e (x MY /20* х real. 


Јо) = 


gx 27 


A notação X : N (u, 02) é usada para indicar que a variável aleatória X tem 
distribuição normal, com média и e variância 02 (ou desvio padrão е). 


EXEMPLO 3. Seja X uma variável aleatória continua, com distribuição normal, 
média и e variância 02. Mostre que de fato tem-se: 


DEN =u 
b) Var (X) = 02. 


Solução 


a) 


1 "Eoo Е 11552 
Е (X) = —— | xe ^ = p)*/20- dx. 
oN2m “—-m 


Temos 


ын ЭМГ +> ах 49 a 252 
Í xe (x -uy 207 dy = Í (x — p) e GP) o dx + р Í e QG- ny 1207 dy, 
oo ВЭ -a 


Com a mudança de variável s = x — д teremos 


+% > > 
Í (х= р) eau 207 dy -| 


—o 


To 2 2) 
—s“/20* - 
se So ds=0 

ses 


pois o integrando da segunda integral é uma função ímpar. Segue que 


ке —(x— uY/20? ЖЕ ы геле 2/2092 
| xe X= py 120 dy = “| ееси о, 
— 0 


— 00 
Assim, 
1 +00 2 +00 2 2 
EQ) = Í хе-(х 602/202 ду = — № Í eG 7 | De? ду = ц 
oN2m #—® о-2т o 
pois 


Portanto, E (X) = и. 
b) Temos 
1 2 Oz 
Var (X) = —— (x— py e Cc MY ду, 
oN2m “—» 


Tendo em vista a simetria do gráfico do integrando em relação à reta x = и, 
resulta 


2 ын 2 = (x= )2/2 2 
Var (X) = —— (x — py е и 20 dy, 
ar “H 
Fazendo f(x) = x — и, g' (x) = (x — и) e-(x — и)2/2о2 e integrando por partes, 
vem 


s 


5 219,27 5 219,2 
Ї fO) g О) dx = _ [o - ш) gie] + о? j e G - №)? 1207 dy, 
(ad H 


і 
Е Э fà 

lim (s — д) e-G- 2X 72e = 0) 
аы 


20? e 2/9092 2 
Var (X) = == ] e @— Do dy= ай, 
су 27р "HL 


Assim, Var (X) = 02. 
ч 


EXEMPLO 4. Seja X : N (и, 02). Mostre que P (u — o < X <u + о) independe de и 
e de c e que seu valor é 


2 1 > 
P(iu < <X=< u +o = — L ma 


/2т 40 
Solução 
2 MEOS ego bjos? 
P(u-oco<k<uto=-—-— EN ИЛКАШ Ду; 
ov2m Ju 
9 — 
Fazendo a mudança de variável 2 == —ə-v<—  R>- tremos dx = o dz, z 


=0 para x = ,z= 1 para x = и + се, portanto, 


ptg Эн 2 2 
| e c-r i20 qx = с ke -312 dz. 
m 


Assim, a probabilidade de X pertencer ao intervalo [и — o, 4 + с] independe dos 
valores de и e c, e seu valor é 


P(u-vo<sX<u+to)= 


D. 
Í eV? dz == 0,68. 
o 


Observação. Para calcular o valor da integral que aparece no 2.º membro, é só 
utilizar a desigualdade (x < 0) 


2 T үп Pas 
e—|I+x+—+—+..+— | < ——— 
2! 3! n! (п + 1)! 


(veja Exemplo 7 da Seção 16.3, Vol. 1, 5.º edição) e proceder como no Exemplo 
9 da Seção 16.3 mencionada. Efetuados os cálculos, chega-se a: P(u- o € X <u 
+ о) = 0,68. Isto é, a probabilidade de X pertencer ao intervalo [u— o, u + о] é de 
aproximadamente 0,68. No Apêndice 2, mostraremos como utilizar a 
calculadora HP-48G no cálculo de probabilidades de algumas distribuições 
contínuas. Quando X tem distribuição normal, existem tabelas para o cálculo de P 
(a<X<b). 


EXEMPLO 5. Suponha que a distribuição das alturas dos 850 alunos de uma 
determinada escola seja aproximadamente normal, com média 1,72 m e desvio 
padrão 0,10 m. 


a) Qual o número esperado de alunos com altura entre 1,62 e 1,82 m? 
b) Qualo número esperado de alunos com altura superior a 1,90 m? 


Solução 


Aquiz = 1,72 e o = 0,10. 

a) P (1,62 < X< 1,82) = P (u — ao < X < u + o) = 0,68, como vimos no exemplo 
anterior. Assim, o número esperado de alunos com altura entre 1,62 e 1,82 m 
é de aproximadamente 68% do total dos alunos da escola, ou seja, 
aproximadamente 578 alunos. 


9) 1 ын ¿17232 /0,02 
Р(Х = 1.90) = ———— | e - M2) 1002 dy = 0,036 
0,1v2m “19 

(o cálculo foi feito na HP-48G). Assim, o número esperado de alunos com 

altura superior (ou igual) a 1,92 m é de aproximadamente 3,6% do total dos 

alunos da escola, ou seja, aproximadamente 31 alunos. (Já dá para montar 
um belo time de basquete ou de vôlei, não? Bem, depende!) 

ч 


Exercícios 4.4 


1. Seja X uma variável aleatória contínua, com distribuição normal, média и 
e variância 02, o > 0. Sendo r > 0 um número real qualquer, mostre que 


p 47--2 
-7417 
P(u — re = X< u + r)=—— Í e < 53 qz 
ү2л 4-г 
e conclua que a probabilidade de X estar entre и — ro e и + ro, não depende 
de и e o, só depende de r. 


2. Seja X: My, 02). Mostre que 


1 (bulo >, 
P(a < X < b) =—— e ^? 
42 (au) Mo 


onde a < b são dois reais quaisquer. 
3. Sejam X : N(50, 16) e Y: N(60, 25). 
a) Resolva a equação P(X €x) = P(Y<x). 


b) Resolva a inequação P(X € x) < P(Y<x). 
4. sei - NÍ 2! - NI 2: 
s X: Nu, oz JeY:N(n5.o5) 


Discuta a equação P(X €x) = P(Y<x). 
5. Considere a função ф dada por 


l E ppa? Р 
еш) = —— | е“ “ ak 
ar “a 


sendo а, b e o constantes, сот а < b. 
a) Mostre que 


| q(b-ulo _ 
pelu) =-= eun dz. 
42 (аш) о 


аф 
du 


b) Calcule 


4.5. FUNÇÃO DE VARIÁVEL ALEATÓRIA 


Consideremos a função Y= Л (X) definida para todo X real. Se supusermos X 
uma variável aleatória, a variável Y será também aleatória; desse modo, teremos 
a variável Y como função da variável aleatória X. Um problema que surge 
naturalmente é o seguinte: conhecida a função densidade de probabilidade de X, 
como se determina a de Y? Um caminho para resolver o problema é determinar 
a função de distribuição de Y. Antes, vamos relembrar como se deriva uma 
função dada por integral quando um dos extremos de integração é uma função. 


Sejam f'contínua em um intervalo Ге g definida e derivável em um intervalo 
J e tal que g (x) € £, para todo x em J. Nessas condições, para todo x em J, 
tem-se 


g(x) 
F (x)= | f(t) dt = Е (x) = f (g (x) g' (x) 
[t 


1 


onde a Є 1, com a fixo. Se 1 for da forma | —co, b [, poderemos tomar a = 
—o0. (Reveja os Capítulos 2 e 3.) 


Uma das funções de variável aleatória que desempenha papel fundamental 
na inferência estatística é a dada por 


onde X é uma variável aleatória com distribuição normal N (и, 02). Vamos 
mostrar no próximo exemplo que Z é uma variável aleatória com distribuição 
normal padrão, ou seja, Z: N (0, 1). 


EXEMPLO 1. Seja Za variável aleatória dada por 


onde X é uma variável aleatória com distribuição normal N (u, 02). Mostre que 7 
tem distribuição normal padrão Z: N (0, 1). 


Solução 
Precisamos mostrar que a função F de distribuição de Zé dada por 
1 = M, 12 
Е ( - ) = е X 2 
^s 


dx. 
\2т 7-о 


Temos 


Х- 
F(2)-P(Z«z -Р| e <z)= PAS az + p. 
De X: N(u, 02), segue que 
о +u > > 
F@) = Р(Х cz + ш) = —— | gears 
с 42 J-> 


Então, 


F'(2) = f(az* n) (sz + p) 


1 ata pad 
onde FO) = — e (x H) 120 : 


с 27 
Segue que 


1 


Р (2) = gp a (de acordo?) 


42т 
e, portanto, 
1 z -х212 
F (2) = — | po EIN. 
V 27 —00 


(Outro modo de resolver o problema, é mostrando diretamente que 
1 b —;2/2 
Pa<Z<b ===] е “ас, 


v27 Ya 


Temos 


заа y 
Pa<Z<b)= F[ac E<b) Plas + p< X < ba + p). 
o 


Segue que 


bau > > 
P(a<Z<b)= ——| e tau /207 dy, 
O27 “aotu 


xm 


T sp — 
Fazendo a mudança de variável — —— tremos dx = odz,z = 


o 


a para x = ac + u, z = b para x = bo + u e, portanto, 


b E 
| eU dz.) п 


а 


Pla<Z<b)= 
27 


Este resultado é táo importante que merece ser destacado em um quadro. 


Se X for uma variável aleatória com distribuição normal, X : N (u, 02), e se Z 
for dada por 


então a variável aleatória Z terá distribuição normal padrão Z: N (0, 1). 


EXEMPLO 2. Seja X uma variável aleatória com função densidade de 
probabilidade f definida e contínua em todo x real. Seja Y= c X + d, onde ce d 
são constantes, com c > 0 (c < 0). 


а) Quala função densidade de probabilidade da variável aleatória Ү? 
b) Mostre que E (Y) = c E (X) + d. 
c) Mostre que Var (Y) = c2 Var (X). 


Solução 


Suporemos c > 0 (você se encarrega de c < 0). 
a) Sendo F a função de distribuição de Y, temos: 


у-4 (y — 4)/с 
ЕОР) Р(Х = )- | f (9) ах. 
—® 


с 


Como a fé continua em todo x, F é derivável e 


ert 4] (2) 


Segue que existe uma constante k tal que 


y sasa 
ғо)= f f PE dt + k. 
С J—o C 


15 е f E ” РРА 
=| f|——l|dt2| /(х)ах=1 
С 4—00 € — co 


(de acordo?) resulta k = 1 
у-4 
Logo, 80 y)= = — Ж быа é a função densidade de 
С С 


probabilidade da variável aleatória Y. (Sugestão: Sugerimos ao leitor mostrar 
diretamente que 


Ра«ү«э-4 |2—® E 


Para isto proceda da seguinte forma: 


<X< 
с e 


Pla<Y<bj=Pa<ex+d<b)=p[ SE O =. 


Too y b imi. 


—e € C 
y-d 
Fazendo a mudanga de variável X == ду = c dx e dai 
С 


+00 w ‚— +0 
EW= Ë Y [2 SLE Г (ex + d) f G) dx = cE (X) + d. 


Too 
(Lembre-se de que J G) dx = р 
— 00 
с) Temos 
To 2 {== 
Var (Y) = MESES Y] dy - tg 


Com a mudança de variável acima, 


ros 2 > 
Var (Y) = Г (сх + а) Т(х)дх-(Е(У)Г. 


De E (Y) = cE (X) + d, resulta 


+00 
Var (Y) = e? IM x? f(x) dx — [00 | = с? Var (X). 


Observe que а função de variável aleatória dada рог 


Z — ——————— é um caso particular daquela do exemplo anterior: Z = 


cX + d, onde Є = — e a = — n l °. Assim, 


Var K i 2 


Var( Z) = LLL Ѕепіо X: Ми, с ), teremos E(Z) = 0 e 


Var(Z) = 1 que concorda com o Exemplo 1. 
ч 


EXEMPLO 3. Seja Y = X2, onde X é uma variável aleatória com função 
densidade de probabilidade /, definida e contínua em todo x real. Qual a função 
densidade de probabilidade de Ү? 


Solução 


Vamos calcular diretamente P(a < Y « b). Como Y> 0, podemos supor 0 <a < 
b. Temos 


P(a < Y< b) = P(a < X2 < b). 
De 


a<X?<bs- Jb «X«-4a ou Va<X< vb 


resulta 


Pa<y<b=P-Nb<X<-a)+PNa<X<yb). 


Segue que 


—_ ib 
Pa<Y<b)= ` feo de + fax. 


mL Va 


НЭЭЖ 


ОИЕ 5 і 
Fazendo na primeira integral, a mudança de variável x = — | Y e na segunda 


Y ° supondo a > 0, obtemos 


—. y b 
P(a<Y<b)=— «Л LAN dy +15 Лу) FAS PA 
b 24у Ny 


Como, para a — 0, o segundo membro desta igualdade converge para P(0 « Y < 
b), onde P(0 < Y « b) é calculado na igualdade anterior, temos 


Бул Aly 
Pla<Y<b)= POVE INY) фу 
a 24 y 


para quaisquer a e b reais, com 0 <a « b. Assim, a função densidade de 
probabilidade g da variável aleatória Yé dada por 


[" se у=0 
g(y) = шы: se y > 0. m 


Exercicios 4.5 


1. Seja X uma variável aleatória continua com função densidade de 
probabilidade f definida e contínua em todo x real. Considere a variável 
aleatória Y dada por Y = X3. Determine a função densidade de 
probabilidade g de Y. 

2. Seja X uma variável aleatória com distribuição normal, X : N (и, 02). 
Dizemos que a variável aleatória Y tem distribuição lognormal com 
parâmetros и e 02 se X = In Y. Determine a função densidade de 


probabilidade de Y. 


4.6. AFUNÇÃO GAMA 


Uma função que desempenha um papel muito importante em estatística é a 
função gama, que é dada por 


Observe que a integral acima é imprópria em +% e, também, em 0se 0 < o < 1. 
Veremos nos próximos exemplos que a integral é convergente para а > 0 e 
divergente para a < 0. Primeiro, analisaremos o caso a > 1; em seguida, o caso 0 
<a<le,por fim, a <0. 


EXEMPLO 1. Mostre que, para a > 1, a integral imprópria 
+% | 

“с de » é convergente 

ех ах aid 


0 
Solução 


Para a > 1, f(x) = e-x xa — 1 é contínua em (0, 4, para todo t > 0. Logo, a 
integral é imprópria apenas em +00. Temos: 


e-xxa-— 1 = e-x/2 (e-x/2 xa — 1). 


De I 
а — 
: —x/2 = : X 
lim eo = lim —7,--0 
х — +% хә +оо е^! = 


(verifique), segue que existe г > 0, tal que е-х/2 xa — 1 < 1 para x > r. Раі, e-x 


-1 -2 + 
xa <ex para x >r. De e ы "d m ^). segue, 


0 


pelo critério de comparação, a convergência da integral imprópria 


ЖЕ м эше 
eri “ай, 
0 


EXEMPLO 2. Mostre que, para 0 < a < 1, a integral imprópria 
+0 
m y? ин 1 dx ene 


0 


Solução 
ын -X 1 ! -x a-1 ын = m-—1 
Í e "x dx = ! e Sã dx + j Er x dx. 


Raciocinando como no exemplo anterior, conclui-se que 
+00 i 
e —X х = 1 dx é convergente. Como e x é limitada 


em 10, 1, рага verificar a convergência de 


| e =x y* ш | dx basta verificar que a integral imprópria 
uoa. | | 
X dx é convergente. Deixamos a seu cargo verificar que 


Logo, a integral 


+00 
e ха эн 1 dx é convergente se 0 < a. < 1. 


0 


EXEMPLO 3. Mostre que, para a < 0, a integral imprópria 


+00 | 
TX Mm é divergente. 
ë sa ах c 
0 


Solução 
а — 1 т 
Para a € 0, x dx = + OO (verifique). Para 0 < 
x<l 
e-xxa-lze-lxa-l. 
Pelo critério de comparação, 


ех x% l qx = +% 
0 


EXEMPLO 4. 


a) Calcule T (1). 
b) Mostre que Г (a+ 1)=aT (a), а> 0. 
e) Calcule Г (n), com n natural e diferente de zero. 


Solução 


a) +0 БҮРЖ 5 gue: 
ra-( edx= lim Í a pen 
0 0 


5 — +оо 


b) +00 


T (e + 1) = s good: 


0, tal integral só é imprópria em +00. De acordo? Integrando por partes, vem 


5 


з _ ' s En _ 
[ e ^x dxs K xc | + a | ë Хо l dx. 
0 0 0 


De lim e se — O aus 


e, portanto, Г (a+ 1) = «T (a). 


c)T(2)=1-T(1)=1;T(3)=2-T(2)=2:1;T (4) =3-T(3)=3-2- l.De 
modo geral, 


F()=(n-D(n-2..:3:2*1=(n-— 1)! = 


A seguir, vamos destacar o resultado do item c do exemplo acima. 


Para todo natural n, tem-se 


n!=T (n+ 1). 


Assim, a funçào gama nada mais é do que uma extensào do nosso já conhecido 
fatorial. 


Definição. Para todo real а > — 1 definimos fatorial de a por 


al=T (a+ 1) 


Observação. A função fatorial da calculadora HP-48G é dada pela definição 
acima. A tabela a seguir foi construída com o auxílio dessa calculadora. Para 
acessar a função fatorial na HP-48G, tecle: MTH NXT (para virar a página do 
menu do aplicativo MTH), em seguida pressione a tecla branca da letra A para 
ativar PROB no menu do aplicativo. Achou o fatorial? 


Sugerimos ao leitor que, olhando a tabela acima, faça um esboço dos gráficos 
das funções gama e fatorial. 


Exercicios 4.6 


1. 1 нэ 
Mostre que a = 4! Sugestão: Lembre-se de 
ын T NAT. Ss 
^ 
N < 
+00 Я 
que =F Чих ! ) 
e dx ут 
—— 
2. Calcule (—0,5)! 


Q 
= 
S 
5 
aa 
M. 
ь |o 
T 
— 


5 2n +1 


Estabelega uma fórmula para o cálculo de Г — | com 


n natural. 


4.7. ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES IMPORTANTES 


Dizemos que a variável aleatória continua X tem distribuição uniforme se sua 
funcáo densidade de probabilidade for dada por 


| 


0 se х<а ou x» b. 


A variável aleatória continua X tem distribuição exponencial se a sua função 
densidade de probabilidade for f > 0, 


е-х!В 
— — se x>0 
fx) = 

ве x =< 0 


Já vimos que nesse caso E (X) = f e Var (X) = 32 (veja exemplo da Seção 4.3). 
Avariável aleatória continua X tem distribuição gama, com parâmetros a > O 
e B> 0, se a sua função densidade de probabilidade for 


-—— E IB se x0 
f) = T(a)p* 


Observe que a distribuição exponencial é uma distribuição gama com a= 1. 


EXEMPLO 1. Seja fa função densidade de probabilidade da distribuição gama. 


a) Verifique que tal fé realmente uma função densidade de probabilidade. 
b) Calcule E (X). 
c) Calcule Var (X). 


Solucáo 


a) É claro que vamos ter que fazer uma mudança de variável de modo que 
apareca a funcáo gama (vocé concorda?). Eu acho até que vocé já sabe qual 


é a mudança! Então, vamos lá. Fazendo u = , teremos dx = Ваи. Assim, 


+ _, _ +® шэн 
1 yle “Вас-8 | (up) ! e^" du = ВГ (а). 


Pronto. É realmente uma função densidade de probabilidade. 
by [5 sp И quis {ЖАЙ ыг са e—xIB]° + Sa-l MB 
) Í x (x e ) dx [ xe dx B [x e Ї, aß Í x e dx. 


Para s tendendo a infinito, a primeira parcela do último membro tende a zero 
e, daí, 


+00 
E(X) = -— | x (х ^ le "By = ap. 
BºT(a) 40 


Conclusão: E (X) = af. 


c) Lembrando que Var 


¿ +% Э Э 
(X) = x f(x) dx — [E (O 


— O00 
, Segue que precisamos calcular apenas o valor da integral do 2.? membro. 
Temos 


+o y 0. +00 2, 
h x87 le By dx = 1 ха + le MB qx. 


Integrando por partes, resulta: 
+00 _ n += - 
Ї atl eP dx= lg ES £ lese] +(a+1)8 |, xte "B ах. 


Sendo o valor da primeira parcela do segundo membro igual a 0 e tendo em 
vista o item anterior, tem-se 


Var (X) = (aB)2 + aß2 — (aP)2 = ой82. 


Conclusão: Var (X) = aß2. 
ч 


As três distribuições que destacaremos a seguir desempenham papéis 
fundamentais na inferência estatística. São elas: distribuição qui-quadrado (x2), 
distribuição t de Student e distribuição F de Snedecor. 

A variável aleatória contínua X tem distribuição qui-quadrado (12), com graus 
de liberdade, se a sua função densidade de probabilidade é dada por 


— do IS ST : 
— TTD xt” ёр? se x>0 
di 0 


se х= 0). 


Uma distribuição qui-quadrado, com graus de liberdade, é usualmente 
representada por %2 (v). Observe que a distribuição qui-quadrado é uma 
distribuição gama com a = v/2 e 8 = 2; assim, E (X) = v e Var (X) = 2v. De onde 
surge essa distribuição? Consideremos uma população com distribuição normal 
padrão, ou seja, com distribuição N (0, 1). Retire, aleatoriamente, dessa 
população uma amostra x1, x2, ..., ху com у elementos e some os quadrados 
desses números 


1 = 8 + 42 “Бока Л х2. 


Retire outra amostra e calcule 42, e assim por diante. Este у2 é uma variável 
aleatória, e, teoricamente, poderá assumir qualquer valor positivo. Pois bem, 


prova-se que, sob determinadas condições, a função densidade de probabilidade 
dessa variável aleatória é a função f dada acima. Com essa função densidade de 
probabilidade, P (a < X < b) é a probabilidade de o valor x2 pertencer ao intervalo 
de extremos a e b. 


Prova-se que, se Ze Y forem variáveis aleatórias independentes Z com 
distribuição normal N (0, 1) e Y com distribuição y2(v), então, a variável aleatória 


t dada por 
2 
JY /v 


tem a seguinte funcáo densidade de probabilidade 


—( + 1)/2 
| ‚ com t real qualquer. 


Dizemos que uma variável aleatória tem distribuição / de Student, com v graus de 
liberdade, se a sua função densidade de probabilidade é dada pela função acima. 
Observe que tal fé uma função par. Faça você mesmo um esboço do gráfico 
dessa função. 
Sejam U e V variáveis aleatórias independentes com distribuições y2 (v1) e 
X2 (v2), respectivamente. Prova-se que a variável aleatória 
v) 


W = ———c  @Ə—Ñ tem a seguinte função densidade de probabilidade: 


vp + v. 
r( І | >|/2 (v, —2)/2 
2 2 sex>0 
| r( 2 Jr v) v " 15122 
ТОО = 2 ) 2 I+ — x 
2 2 v) 


Uma variável aleatória tem distribuição F de Snedecor com graus de 
liberdade vl e v2, se a sua função densidade de probabilidade é dada pela f 


acima. 

Para encerrar a seção, observamos que existem tabelas para calcular 
probabilidades que envolvem as distribuições normal, qui-quadrado, t de Student e 
F de Snedecor. Entretanto, como no meio estudantil o uso da calculadora HP- 
48G é muito comum, mostraremos no Apêndice 2 como utilizá-la em problemas 
que envolvem tais distribuições, bem como para outros cálculos comuns em 
estatística. 


Exercicios 4.7 


1. a) Verifique que a função densidade de probabilidade da distribuição t de 
Student é realmente uma função densidade de probabilidade no caso v = 
3, 
b) > EX V 
Mostre que E (1) = 0 e, para v 23, Var ( 1) — 
г-02 


< 
O que acontece com Var (f) para v x2? 


2. Mesmo exercício para a distribuição F de Snedecor no caso v1 = v2 = 2. 
3. Uma variável aleatória X tem distribuição de Weibull se sua função 
densidade de probabilidade é dada por 


f(x) = BxP — le? se x>0 
O sex = 0. 


a) Verifique que tal fé realmente uma função densidade de probabilidade. 
b) Determine E (X) e Var (X). 


4. Uma variável aleatória X tem distribuição de Rayleigh se sua função 
densidade de probabilidade é dada por 


š 
=y 12 


xe se x>0 
O se х=0. 


a) Verifique que tal fé realmente uma função densidade de probabilidade. 


f (x) = 


b) Determine E (X) e Var (X). 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º E 2.º ORDENS, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


5.1. EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR, DE 1.º ORDEM, COM 
COEFICIENTE CONSTANTE 


Sejam dados um número a e uma função / definida e contínua num intervalo 
1. Uma equação diferencial linear, de 1.º ordem, com coeficiente constante, é 
uma equação da forma 


O) Же = f (t). 


Multiplicando ambos os membros de (1) pelo fator integrante ейі (veja 


Cap. 14, Seção 14.6, do Vol. 1) obtemos 


4 [хе | = e! f (t) 
dt 


d dx 
1 [хе] = 2: e?! + axe“. 
Ї Ї 


Como fé contínua em /, e% f (f) admite primitiva em /. De (2) segue que xe”! 


pois, 


xe" = k+ [а ft) dt 


ou 


@ x= Ке + ет“! | ед f (t) dt 


com k constante. Por outro lado, é fácil verificar que as funções da forma (3) 


são soluções de (1) Chegamos, assim, ao importante resultado: 


As soluções de 


são as funções da forma 


x = ke 4! + e—at | ¿at f dt 


com К constante. 


Este resultado é um caso particular daquele que obtivemos na Seção 14.6 do 


Vol. 1. Observamos que no cálculo de е“! Г ( t ) dt a constante 


de integração pode ser omitida (por quê?). 


EXEMPLO. Considere a equação 


E кыр, 


dt 


a) Ache a solução geral. 
b) Ache a solução x = x (f) que satisfaz a condição inicial x (0) = 1. Esboce o 
gráfico. 


Solução 


a) Asolução geralé (a = 1е/() = 1+ 1) 


x=ke +e | #(t+ Ddt. 


t És 
Como e (t + 1) dt = te (verifique) resulta 


b) Precisamos determinar К para se ter x = 1 para г= 0. 
1-46-0-0Ф 1-1. 


Asolução que satisfaz a condição inicial dada é 


Gráficos das soluções da equação 


Exercicios 5.1 


1. Ache a solução geral. 


а) — —3x =e b“ -х-201 
dt dt 
dx dx 
c) — — x= cos t d) — +2x=sent 
dt dt 
1 dx 
e) 5 -x= ada 
dt dt 
dx dx 1 
g) 2 +х= cos 21 b) dp 
dt dt 2 
dy ds 
D Xt Dé 
ax t 
d dy 
p <. + q = cos 3t m) < —y-senx 
dt dx 
dy dx 
mos td EG A? 
dx 
dy dT 
р)5 - 10y=e* q —==3T+2 
dx dt 
dy [M E 
| d жийн LE Aic 
dx dt 


- Numa certa cultura de bactérias, a taxa de aumento é proporcional ao 
número presente. Verificando-se que o número dobra em 2 horas, quantas 
pode-se esperar ao final de 6 horas? 


. De acordo com a lei de resfriamento de Newton, a taxa de resfriamento 
de uma substância, numa corrente de ar, é proporcional à diferença entre 
a temperatura Т da substância e a do ar. Sendo a temperatura do ar 20º e 
resfriando a substância de 110º para 80º em 20 minutos, determine a 
temperatura T= T (t) no instante t, (suponha / dado em minutos). 


. Uma das equações básicas dos circuitos elétricos é 


" 
Ф L“ 4 Ві = E (p 
dt 


onde L (henry) é a indutância, R (ohms) é a resistência, i (ampëre) é a 


corrente e £ (volt) a força eletromotriz. 


а) Resolva (1) supondo L e R constantes náo-nulas, E (1) = ЫГ para todo 
tei=0parat=0. 
b) Resolva (1) supondo L=2, R = 10, E (9) = 110 sen 120zt e i= 0 para f 


=0. 


5.2. EQ UACOES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOG ÊNEAS, DE 2.º 
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Uma equação diferencial linear de 2.º ordem, com coeficientes constantes, é 
uma equação da forma 


@ 


onde b e с são números reais dados e f: / — р. 1 intervalo, é uma função 


E +b e + сх = f(t) 
аг аг š 


contínua dada. 
Se f(1) = 0 em 1, a equação acima se diz homogénea. 
Nosso objetivo a seguir é determinar a solução geral da equação homogênea 


d?x dx 
© 


+Ь——-+сх=0. 
Para isto, vamos precisar da equação algébrica 


dt? dt 


O X? БА +c = 


denominada equação caracteristica de (2) 


Observamos que se Е for raiz real de (3) então x = e será solução de 


2 De fato, para todo t. 


(ePi y + b (eS y + ce! = Адела! + ba el! + cet 


ze + БА + с) = 0. 


O teorema que demonstraremos a seguir mostra-nos que, conhecendo as 


raízes da equação caracteristica, conhecemos, também, a solução geral da 
equação homogênea 


Teorema. Suponhamos que as raízes 21 e 22 da equação característica 


(3) sejam reais. Então 


G) se Я + а solução geral da equação homogênea (2) será 


x = Ae^i! + Be?! (A B € R). 


(ii)se A1 = А2, а solução geral será 


x = Аећ! + Bte™! (A. BER). 


Demonstraçao 


Como 41 e 22 são raízes de 22 + bå + c = 0, temos 


Assim, 


А 


Px tb яс +сх= 0 = 
а= dt 


que é equivalente a 


a Ë = "| de Ë = x| = 0. (Verifique.) 
dt | аг dt 
—nO VV 


uú и 


Segue que x = x (f será solução de (2) se e somente se 


dx 


— А I X for solução da equação linear de 1. ordem 


dt 


Eb 
dt 


Como u= ли segue que x = x (f) será solução de (2) se e somente se 


Deste modo, x = x (1) será solução de 2 se e somente se for da forma 


x = Мел! + eh! [pe (A, 7 Af a 


com kl e k2 constantes. 
Se 41 422, 


gb -<= 


x = кеі + 
de — Àl 


ou 


x = Aellt+ Ве}21 


onde A= K .B =". 
| № = А 


Se 41 = 2, 
xk Er per ko dt 


ou seja, 
x = AeAlt+ BteAlt 


onde À = kl e B = k2. 


EXEMPLO 1. Resolva a equaçào 
2 
dex dx 
dt^ dt 
Solução 


A equação característica ё 42 + 34 + 2 = 0, cujas raizes são - 1e — 2. A 
solução geral da equação é 


x= Ае! + Bet, m 


EXEMPLO 2. Ache a soluçào do problema 


? 
Est Sa 
dt? dt 


x(0)=0e x' (0) =1. 


Solugáo 


O que queremos aqui é a solugáo da equagáo 


que satisfaz as condições iniciais x (0) = 0 e x' (0) = 1. Pelo exemplo anterior, a 
solução geral é 


x= Ae-t+ Be-2t. 


Devemos, agora, determinar Æ e B para que as condições iniciais sejam 
satisfeitas. Temos 


х'= — Ае—1— 2Be-2t. 


Ае-0-4-Ве-20-0 
—Ae 0 -2Be 2! = 1 


e, portanto, А = 1 e B = – 1. A solução do problema é 
x=e-t-e-2 


cujo gráfico é 


x 


In2 104 


EXEMPLO 3. Resolva a equaçào 
A | 
d- x dx : 
dt^ dt 
Solução 
42-81-16-091-4, 


Como ¿= 4 é a única raiz da equação característica, a solução geral será 


х= Ае“ + Bie". 


EXEMPLO 4. Resolva a equação 


БЭР ANA 
dt? 


Solução 
2-9=094=+3. 
Asolução geral da equação é 


: 3t -3 
х= Ае + Ве `. B 
Na Seção 5.4, veremos como fica a solução geral da equação homogênea 
, no caso em que as raízes da equação característica forem complexas. 


Antes, porém, precisamos construir o corpo dos números complexos; é o que 
faremos na próxima seção. 


Exercicios 5.2 


1. Resolva as equações. 


a) A ЗРК, b) сз Е quai 
dt^ dt dt^ dt 
PLN NT ato 
? dt? dt 
2 42% 
ё)5-5-3х-0 р +2 +х=0 
аг dt^ 
2 2 
23 Му ipa 52344225 8.0 
dx? dx dx? dx 
12 dy 2 
A =) )-4-6у-0 
ах" dx ах? й 
2 ў 2 
pes = т) == =0 
ц t p 
ах dx dx dx 
) 2—-4—-x-0 0) 3 —-+5—=0 
dt^ dt dt^ dt 


2. Determine a solução do problema. 


d?x 
di? 
Py ix 

CT 90 =0,x0)=0ex(0)=1 


a) —9x=0,x(0)=1e x' (0) ——I 


b) 


dt? dt 
а?у ау » 
c) —— —2— + у = 0, у(0) =1е y (0) = 0 


dt^ dt 
à dx . dx 


Resolva a equação. Х = — е X = = 
dt dt^ 

a) х — 2x=0 b) X 5x + 6x=0 

с) ў = 79 =0 d) ў— 105 + 25у= 0 
4. Uma partícula de massa т = 1 desloca-se sobre о eixo х sob a ação da 

força elástica -х » e de uma força de amortecimento proporcional à 

velocidade e dada por E: * Determine a posição x = х (1), t > 0, da 

partícula no instante ѓе discuta o movimento, supondo 

а)х(0)-16 ү (0)-0 

b) x(0) = leg (0)--2 


5. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo х sob a ação da 


— 
força elástica -2x » e de uma força de amortecimento proporcional à 


velocidade e dada por — 3 Х » . Determine a posição x = x (1),t> 0, da 
partícula no instante t e discuta o movimento, supondo x (0) = e — le X 
(07-1. 


5.3. NÚMEROS COMPLEXOS 


Por um número complexo entendemos uma expressão do tipo 
z=a+bi 


onde a e b são números reais e i um simbolo cujo significado aparecerá logo a 
seguir. О conjunto dos números complexos é indicado рог 


C:C=(a+bila, b € R) 


Sejam os números complexos z = a + bie zl = al + bli. Dizemos que z é 
igual a 21 se e somente se a = al e b= bl, isto é, 


a+bi=al+bliSa=aleb=bl. 
Definimos a soma de z e 21 por 
(а + bi) + (al + b1i)= (a + al) + (b + b1) i. 
Definimos o produto de z por 21 por 
(а + bi) (al + bli) = (aal — bbl) + (abl + alb) i. 
Segue da definição de produto de números complexos que 
2=i-¡=(0+ 11) (0+ 1)=- 1. 


Deste modo, i é um número complexo cujo quadrado é — 1. Veja, agora, como 
você pode obter o produto de a + bi por al + bli: 


(а + bi) (al + bli) = aal + abli+ bali+ bbli2 = aal + abli+ bali — bbl 
= (aal — bb1) + (abl + alb) i. 


Dizemos que z = a + bi é um número complexo real se b = 0; se a = 0 e b # 0, 
diremos que z é um número complexo puro. Por motivos óbvios identificaremos o 
complexo real a + Oi com o número real а: a + 0i = a. Deste modo, podemos 


olhar R como subconjunto de E. 
L^ 


Deixamos como exercício verificar que a terna C +, +) é um corpo, isto é, 
5 


qualquer que sejam os complexos 21, 22, 23 tem-se: 


ADIÇÃO 


A1) 


12) 


13) 


М) 


MULTIPLICAÇÃO 
(71 +22) 
22) М1) (2122) z3 
+ (22 + ны 
a (2223) 
711+22 = M) 7172= 
12 +71 727] 
ҮЕС M) VzEC 
‚2+0=7 ‚1+7=7 
M4) Paratodo 
Para todo 2=0,2 


тет С, 
existe um 
único w 
em tal 


z+w=0. 


Talwéo 

oposto de 
z e indica- 
se por —z. 


ЄС, 
existe um 
único w 
ет tal 
quez-w 
=1. Tal w 
é o inverso 
deze 
indica-se 
porz— 1 

l 
ou —. 


EU 


D) z1 (22 +z3) = 7172 + 7173 


Os números complexos são representados geometricamente pelos pontos de 
um plano: o número complexo z = a + ib é representado pelo ponto (a, b). 


eixo dos complexos puros 


0 а eixo dos reais 


É comum referir-se ao ponto (a, b) como o afixo do complexo z = a + ib. 
Seja z= a + ib. O número complexo 7 = a — ib denomina-se conjugado de z. 
29 


O módulo de z é definido por 


| = | 9 Э 
Izl= yz: 2 = үа“ + р 


ЬЇ------үэ, 2 
23 
! 


I 
I 

I 

I 

I 

5 2 
I 

s] 


> 
I 
! 
! 
| 
I 
| 
! Р 


Seja o número complexo z = a + ib e tomemos 0 de modo que a = |z| cos бе 
b= |z| sen 0. Assim z = |z| (cos 0 + i sen 0), que é a expressão de z na forma polar: 


M hasi Й 


O número 0 denomina-se um argumento de т. Observe que sendo 0 um 
argumento de z, qualquer outro será da forma 0 + 2kz, k € {- 


EXEMPLO 1. Determine o inverso, o conjugado e o módulo do complexo z = 5 
* 3 


Solução 


z = (5 + 31) = 5 — 3i. 


O módulo de z é: 


5 2 2 
Iz = 42:2 = 45 + 3 


ou seja, 


EXEMPLO 2. Seja z um complexo qualquer. Prove 
> - 7 т А 
z = z @ ¿z é real. 
Solução 
Seja z= a + ib. Temos 
z=1>5a-ib=a+ib>2bi=05b=0. 
Assim, se >= z, entào z = a que é real. Reciprocamente, 
Á 
zreal о 1540-11-11 Li 


EXEMPLO 3. Suponha a 7 0, a real. Prove 


? . [ ed 
12 +a=06&z=iya ouz^- Ja. 


Solução 


? AN Ies T um 
z^ +а= (1+ 14а) (4 — va). 
Assim, 
22 +a=06:7:+iva=00uz-iva=0. 
ou seja, 
2) & FE s $c 
15 +a=0 о г = – іуа ou z= iva. 


Ou ainda 


? y) 2 22 . f 
15 +а= 0 = :- aez = аі әг= + іа. п 


EXEMPLO 4. Considere a equação az2 + bz + c = 0, onde а #0, b e с são reais 
dados. Suponha A= b2 — 4ac < 0. Prove 


—-b+ivlAl 
2 + bz +с=0©г=-————. 
2a 
Solução 
b C 
az? +bz+c=0< z2+—z+—=(0. 
ag aƏd 


Somando aos dois membros da última equação vem 


ou 


ou 


b Ali? 
E: 


2a 4а 
daí 
M b = ГАЛА! 
2а 2а 
ou seja, 


= b+ БА! 
2а | 


EXEMPLO 5. Resolva х2 + 2x + 2 = 0. 


” 
4 


Solução 


ou seja, 
x-2-—1zi m 


Exercícios 5.3 


1. 


Calcule a e b. 


a)(1 + i)? =a + bi b) (2 +31? = a + bi 
2 i 
c) -—a- bi a+ bi 
3+i 
: 4. А m 
e) (i- 1) =a+bi =a+ bi 
: 2 
8) = =4 + bi h) =a+ bi 
2-3 3-1 


Resolva ав equações. 

а)22-1-0 

b)2+1+1=0 

c) 2+24+2= 0 

а) 22+ 22+3= 0 

e) 2 + w2 = 0, onde w Z0 é um real dado 
f 2+4=0 

g 2+1+2=0 


h) 2+5=0 
D 242-0 
p 2-4=0 


D) 2-44+5=0 


Sejam z e w dois complexos quaisquer. Verifique que 


b) z « Y = z -W (o conjugado de um produto é igual ao 


produto dos conjugados) 


c) £ + w = z + w (o conjugado de uma soma é igual à 


soma dos conjugados) 


54. SOLUÇÃO GERALDA EQ UACÁO HOMOGÊNEA NO CASO EM 
QUE AS RAÍZES DA EQ UAÇÃO CARACTERÍSTICA SÃO 
NÚMEROS COMPLEXOS 


Vamos estudar inicialmente a equação 


12 

ax 

O +в@?х = 0 
dt? 

onde o # 0 é um real dado. A equação característica de (1) é 72 + @2 = 0, 

cujas raízes são os números complexos wi e — wi; deste modo, o que 

aprendemos na Seção 4.2 não se aplica (no Apêndice 1 veremos como dar um 

e único à equação homogênea 


dx dx ! | 
—— + b A NA + C x = 0: quer as raízes da equação 


dt? dt 


característica sejam reais ou complexas). 

Observamos que uma função x = x(t), t € R será solução de (1) se е 
somente se, para todo f, 

2 2 

0) x (1) = —o x(t). 
Como as funções sen ot e cos ot satisfazem (2) segue que х = sen ote x = 
cos wt são soluções de (1) Deixamos a cargo do leitor verificar que, quaisquer 
que sejam os reais 4 e В, 


© x = А cos wt + B sen wt 


será, também, solução de . Nosso objetivo a seguir é provar que x = x(t), t 


€ R será solução de (1) se e somente se for da forma (3) 


Para atingir nosso objetivo, vamos provar primeiro que se x = x (1),1 € R 


for solução de (1) então existirá uma constante k tal que, para todo t, 


D+ 02 [x (0]2 = k. 


(Esta relação nos diz que, se o movimento de uma partícula na reta for regido 


M "y 
ах аа PD] 
pela equação (D então a soma da energia cinética com a 
2 


- 


"J 
1191 
energia potencial [о: mantémse constante durante о 


2 
movimento.) 


De fato, sendo x = x (7) solução de O; para todo f, tem-se 


x" (Ü + 92x (t) = 0. 


Daí, para todo t, 
M leor + w? Цэн = 2x'(t)x”(t) + 2e x (t) x (t) 
=2х'(@)[х”@) + o2x(0)] 
= 0. 


Logo, [x' (1)]2 + v2 [x (0)12 é constante. 
Suponhamos, agora, que x = x (f, t € R seja uma solução qualquer de 


O; Façamos а = x (0) e b, = х' (0. А função f dada por 


Ь 
f(t) — 40 cos wt + 0 sen ot é solução “~ (Т) 
w 


e, além disso, f (0) = a ef (0)= = Sendo f (f) e x (1) soluções de OM =y 


(1) também será. Pelo que vimos acima, existirá uma constante k tal que, para 
todo +, 


[f () = x' (0]2 + o2 [FO — x (0]2 = k. 


De f(0) =x (0) e f (0) = x' (0) resulta k = 0. Assim, para todo t, 
U'() -x'(0]2 + o2 [/() - x (0]2 = 0 
e, portanto, х (1) = f (ô, ou seja, 


x (1) = А cos ot + B sen øt 


b, 
"А = age B = — 
2) 


є R será solução de (1) se e somente se for da forma (3) 


Asolução geral de 


. Fica provado assim que x = x (t), t 


onde о +0 é um real dado, ё 


х= А соз wt+ В sen ot (4.8 € Db 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 
е) 
dex 
yn + 4x -0 7 
dt^ 


Solução 
As raizes da equação característica 


2+4=0 


são 2i e — 21. Asolução geral é 
x = А cos 21+ B sen 21. 


As notações X e X (devidas a Newton) sào frequentemente usadas, em 


física, para indicar, respectivamente, as derivadas de 1.º e 2.º ordens de x em 


S uL Hx 


relação ao tempo t: E — e x = Nos 
2 
dt dt? 
próximos exemplos utilizaremos tais notações. 
ч 


EXEMPLO 2. O movimento de uma partícula sobre o eixo x é regido pela 
equação 


тү kx = 0 


E 
onde m > 0 e k > 0 são constantes reais dadas. Descreva o movimento. 
Solução 


A equação é equivalente a 


X: о2х = 0 


г 


> k 


onde qo = ——. Asolução geral é 
m 


х = À cos ot + B sen ot. 


Tomando-se q tal que 


AGE VA? + В? cospe B = VA? + В? sen o 


resulta 


х= 4A? + B? [cos q cos «t + sen q sen wt] 


ou seja, 


х= VA? + B? cos (ot — q). 


Trata-se, então, de um movimento harmônico simples de amplitude 
! 
її, 2 
de - 
VÁ Р В . 
" 


Observação: Dizemos que uma partícula que se desloca sobre o eixo x descreve 
um movimento harmônico simples (МН5) se a equação horária for do tipo x = a 
cos (ct + 0). Os números a, о e ф0 denominam-se, respectivxmente, amplitude, 


pulsação e fase inicial do movimento. 
Vejamos, agora, qual é a solução geral de 


x + bx + cx = 


no caso em que as raízes da equação característica são números complexos. Se 
as raízes da equação característica fossem reais e distintas, 
NS 


-b+ VÃ 


Ж — ‚ а solução geral seria, como já vimos, 
- 


(—Ь +-/А) | (—b—4A) А 
х = Ае 2 + Ве 2 


yA : —y A : 
Observe que Ae 2 + Be 2 (A> 0) é a solução 


x — > x =0. (Verifique.) 


Provaremos a seguir que se as raízes da equagáo característica forem números 
complexos (A< 0) a solugáo geral será 


Teorema. Seja a equação (b e c reais dados) 
(6) x+bi+cx=0 
e suponha que as raízes da equação característica 22 + М + с = 0 sejam 


complexas 
b МА 


? 


- - 


A=a + Biondea=-eB= 


. Então a solução geral de (6) será 


x = е [A cos Bt + B sen Br] (A, B € R). 


Demonstraçao 


Sejam fe g definidas em R e tais que, para todo r, 


/ — ^5 f AN 
f(n2e? g(t). 
Vamos mostrar que f'será solucáo de (6) se, e somente se, g for solucáo de 
A 
0) Хх + ЕЕ | x = 0. 
4 


De fato, se ffor solução de (6) teremos, para todo t, 


f (0 + bf (t) cf (t = 0 
ЇЕ «|+ эн 71 1.2 2 =0. 


Como 
E, d b b, N^ 
¿E gu ee E 2 RE 2 ШШ) 


e 


2 


>, ү ps, b, E 
Ë 2 so) e e 2 g(t) be 2 g(tte 2 g"(t), 


substituindo em e simplificando resulta 
b 2 


- 


"ua ЖОГУ b Л 
e 215 () 4 Чийг” g(1)|=0. 


” = 
8 0+2) во=о 


e, portanto, g é solução de | Deixamos a seu cargo verificar se g for solução 


de D então f será solução de © Sendo g solução de D 


g (1) = A cos fit + B sen fit 


onde B = | ‚ Segue, então, que 


f(t)= e ' [A cos Bt + B sen Bt] 


e fazendo үү = — — resulta 


2 


РО) = е [A cos Bt + B sen Br]. " 


EXEMPLO 3. Considere a equação 


x+ 2x + 2x = 0. 
a) Ache a soluçào geral. 
5) Esboce o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = 0 e X 
(0) = 1. 


Solucáo 


2 + 4- 
2 


a+ 2) +2= 06А = . Assim, 


A=-1ti(a=-1,B=1) 
Asolução geral é 
x=e-t[Acost+ B sen t]. 


b)x(0)=0ex=e-t(4cost+ B sen f) @ А = 0. 


Assim, x = Be-t sen t. Segue 


x = — Be sen t + Be” cost. 


Daí X (0) = B, logo, В = 1. A solução que satisfaz as condições iniciais dadas é 


x=e-tsent. 


A seguir, vamos destacar, num quadro, os resultados obtidos nesta seção e na 
52. 


Seja a equação 


X + bx +сх= (be c reais dados) 
e sejam ЛІ, 22 as raízes da equação característica. 


(I) Se 21 42,41 e 22 reais, a solução geral será 


ХА? A, d 
x = Ae! + Ве 2'. 


(П) Se 21 = 22, a solução geral será 


x = ëM [A + Br]. 


(11) Se as raízes da equação característica forem complexas, ¿ = a + $i, a 
solução geral será 


x = eat[A cos fit + B sen fit]. 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo x sob a ação de 


= 
uma força elástica —kx » (k > 0) e de uma força de amortecimento proporcional 


— 
á velocidade e dada por —Cxi lc > 0 y Determine a equaçào que 
rege o movimento e discuta as soluções. 
Solução 
Pela lei de Newton 
mx = — kx—cx 
ou seja, 
mx + cx + kx = 0 
que é a equação que rege o movimento. Esta equação é equivalente a 


(0) X + 2үх + о?х 20 


c 3 k 
onde Y = e & = As raízes da equaçào 


2m m 
РЕК EE. " 
característica au = — Үү EE V Fe — w- A 


1.º caso. Movimento oscilatório amortecido ou subcrítico (y2 < c2). 


Sendo y2 < w2, as raízes da equação característica serão complexas, 


= — 11) onde ГТ — | 2 2. 
À = yE wlw = (о – ү ^ 


solução geral de (10) será 
x = e Y [A cos ot + B sen ot] 


e, portanto, 


x = Ke cos (wt — q) 


{ 
2 ” : 2 _ 

onde RE: < ¡As + B- e @ é tal que À = K cos g e B = K sen 

р. 

2.º caso. Amortecimento crítico (72 = 02) 


Neste caso, a equação característica admitirá uma única raiz real 4 = — у. A 
solução geral será 


x =Ae-yt+ Bte—yt 


ou seja, 


3.º caso. Amortecimento forte ou supercrítico (72 > 02) 


Sendo у2 > 02 as raízes da equação característica serão reais e distintas, ¿= —y + 


Е] Э š : 
9, onde ( ) — yy? -- (y . Asolução geral será 


x= e^t [4eQt * Ве-ОЛ. 


A figura a seguir mostra o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais x 


(0) = xo (о> 0) e y (0) = 0. 


x 


amortecimento forte 


amortecimento crítico 


oscilatório 
amortecido 


Note que, nos casos 2 e 3, o amortecimento é suficientemente grande de modo a 
não permitir oscilação da partícula em torno da posição de equilíbrio (x = 0). 


ч 
Exercícios 5.4 
1. Resolva as equações. 
d2x à 
a) 2+2 +5; =0 
P dt 
o X+X+x=0 
e) Х+9х=0 py-2y*2y 
£ E у dy 
g) ў-4ў+4у=0 m—+s2L=0 
dt^ dt 
diy odo 
i) ў+6у+10у=0 ^+ +зу=0 
D. ai di^ а 
D у= 6у + 5у=0 т) х= 6х + 9х =0 
n) ў+4у=0 0) ў+ 3) +3у=0 
р) Y + ay = 0, onde a > 0 é uma constante. q) y + ау = 0, onde a < 0 é uma constante. 
r) у= 2) + 6у=0 s) X 8x + 20х = 0 


2. Determine a solução do problema. 


a) x+4x=0,x(0)=0e x(0)=1. 

b) x+ 2x+ 2x = 0, x(0)= —1e x(0) = 0. 
фх+ x+ 2x=0 x(0)=1e x (0)=1 

d) x+x=0,x(0)=—1e x(0)=2 

Uma partícula de mad m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da 
força elástica —4х + . Supondo x (0) = 1 e р (0) = 1, determine a 
velocidade no instante 7. 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação de 
= 
uma força elástica —2x * е de uma força de amortecimento 


-> 
proporcional à velocidade dada por —2 Х *. Determine a equação 


horária do movimento supondo x (0) = 0 e Х (0)-1. 


. fé uma função definida em R tal que sua derivada segunda é igual à 
diferença entre sua derivada primeira e ela própria. Determine f sabendo, 
ainda, que f (0) = 0 e / (0) = 1. 


Um móvel desloca-se sobre o eixo x com aceleração proporcional à 
diferença entre a velocidade e a posição. Determine a posição x = x (1) do 
móvel, supondo Х (0)-2, X (0)-1ех(0)-0. 


. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo х sob a ação de 


-» 
uma força elástica —x * e de uma força de amortecimento proporcional 


-» 
à velocidade e dada por —cx = (c > 0). Determine c para que o 


movimento seja 


a) fortemente amortecido. 
b) criticamente amortecido. 
c) oscilatório amortecido. 


5.5. EQ UAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, NÃO HOMOGÊNEAS, DE 
2º ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos a equação linear, de 2.º ordem, com coeficientes constantes 


0) сэ ТЕЕ. РИНГ 
а а ` 


onde f é suposta definida e contínua num intervalo /. Se f não for identicamente 


nula em 7, diremos que (1) é não homogênea. Diremos, ainda, que 


(Н) A 
4 dt- dt 


é a equação homogênea associada a O; 


Mostraremos, a seguir, que se Ü = xp(t), t € I, for uma solução particular de 


, então a solução geral de será 


x=xh+xp 


onde x é a solução geral da homogênea associada a (1) De fato, sendo x = 
р 


" (1), t € І, solução «(Тунг todo 1 € J, 
Xp(t) + bxp (t) + cxp (t) = f (t). 


Supondo que x = x (0, t € І, seja outra solução qualquer de O; resulta que x 


()—x (0) é solução da homogênea (Н) pois, para todo г € /, 


p 
2 


4? а 
97 E ОЕА =Xp (repito -Хр (0| = 
[х(ї)+ bx(t) + cx(1)] — [x p(t) + bxp(t) + cxp(t)]= FO-fF0=0. 


Por outro lado, se x = x (1), t € I, for tal que x (1) — xp (t) é solução da 


homogênea, então x = x (1) será solução de o) (verifique). Segue que a 


solução geral de (1) é 


x=xh+xp 


onde х ёа solução geral da homogénea (H) ex uma solução particular de 
h NM р 


O) 


Conclusáo 


Asolugáo geral de 


X + bx + cx = f(t) 


x = xh + xp 


onde xp é uma soluçào particular da equaçào dada e xh a soluçào geral da 
homogênea associada. 


Determinar a solução geral da homogênea associada já sabemos. O 
problema, agora, é como determinar uma solução particular. Os exemplos que 
apresentaremos a seguir mostram como determinar, em alguns casos, uma 
solução particular por meio de uma “escolha criteriosa”. No final desta seção 
você encontrará uma tabela que o ajudará nesta “escolha criteriosa”. 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral de 
9 
dx dx 
zug nay y. 
аг а 


Solução 


A homogênea associada é 
ах ах 
dt^ dt 


e a solução geral xA = 4e—2t + Be-t (verifique). Vamos, agora, procurar uma 
solução particular da equação dada. Tentaremos uma solução do tipo 


xp=m+nt 

onde m e n são coeficientes a determinar. Você acha natural tal escolha? Por quê? 
O que precisamos fazer, agora, é substituir esta função na equação e determinar 
m e n para que se tenha uma identidade. 

(m + nt)" + 3 (m + nt) + 2 (m + nÜ = t 
ou 

3n + 2m + 2nt = t. 
Devemos ter entào 
3n + 2m = 0 
2n = 
| 3 


ou seja, ур = — e т тш — ——. Deste modo, 
2 + 
Sd 
É Pee еге 
i 4 2 


é uma solução particular da equação. A solução geral será 


— 


3 
х= Ae?! + Be! - +51. 


EXEMPLO 2. Considere а equação 


x+3x+2x=1. 


a) Olhando para a equação, “chute” uma solução particular. 


b) Ache a solução geral. 


Solução 


a) 


A função constante x (1) = é uma solução particular (verifique). 


у 


= 
5) Asolução geral da homogênea associada é 


xh = Ae—2t+ Be-t. 


Segue que a solução geral da equação dada é 


= Ae?! + Ber! + 1, 


EXEMPLO 3. Considere a equação 


dx E os E 
de di 


a) Determine uma solugáo particular. 
b) Ache a solugáo geral. 


Solução 
a) Nada mais natural do que tentar uma solução particular do tipo 


xp = me3t 


onde m é um coeficiente a determinar. Você acha que é realmente natural esta 
escolha? Por quê? Devemos determinar т de modo que, para todo /, 


(me30)" + 4 (me30' + 4 (me30 = e3t 
ou 

(9m + 12m + Ат) e3t = e3t 
ou 


25me3t = e3t. 


Devemos ter, então, 25m = 1 ou m = 


é uma solução particular. 
b) Asolução geral da homogênea associada é 


xh = Ae-2t+ Bte-2t. 


Segue que a solução geral da equação dada é 


1 
x —Ae7?! + Bre?! + == e, " 


EXEMPLO 4. Ache a soluçào geral de 


X + 4х + 4x = sen 2t. 
Solução 


Vamos tentar uma solução particular do tipo 


xp = m cos 2t + n sen 21. 
Devemos determinar m e n de modo que, para todo t. 
[m cos 2t + n sen 21" + 4 [m cos 2t + n sen 21]' + 4 [m cos 2t + n sen 21] = sen 27 
ou 
— 8m sen 2t + 8n cos 2t = sen 2t. 


Devemos ter, então, — 8m = 1 е @ = 0 


1 
m=-—en=0. 


Xp = — — COS 2t 


é uma solução particular. Como 


xh = Ae-2t + Bte-2t 


é a solução geral da homogênea associada, segue que 
— 2-9 1 
х= Ае ^+ Bte“ — 8 cos 2t 


é a solução geral da equação dada. 


O quadro que apresentamos a seguir mostra como escolher a solução 
particular nos casos: f (f) = P (t), P polinômio, f (f) = a0 eat ou f (Ü) = a0 cos at. 


X + bx + cx = f (t) 


f(t) Solução particular 


Se a não é raiz da 
equação 
característica, xp = 
meat. 


Se a é raiz simples, xp 
= mteat. 


Se a é raiz dupla, xp 
= mt2eat. 


Se c#0, xp =P1 (t) 
onde P] é um 
polinômio de mesmo 
grau que P. 


Sec=0eb%0,xp= 
tP1 (t). 


00 cos 
at 


Se b #0, xp = m cos 
at +n sen at. 


Se b = 0 ese cos at 
não for solução da 
homogénea, xp =m 
cos at. 


3. Seb=0esecosat 
for solução da 
homogénea, xp = mt 
cos at + nt sen at. 
(Ressonância.) 


Observação: Se f (f) = a0 sen at, procede-se como no caso, f (t) = a0 cos at. 
EXEMPLO 5. Resolva a equação 
уын ы ES 
Solução 
Asolução geral da homogênea associada é 
xh = Ae-t+ Be-2t. 


Como e-t é solução da homogênea, a escolha xp = met nào resolve o problema, 
pois, qualquer que seja m, 


(me-t)" + 3 (met) + 2 (тет?) = 0. 


Como — 1 é raiz simples da equação característica da homogênea, a equação 
admitirá uma solução particular do tipo 


xp = mte-t (veja quadro anterior). 


Devemos determinar m de modo que, para todo f, 


(mte—t)" + 3 (те) + 2 (mte-t) = et 
ou (após derivar e simplificar) 
me-t- e-t 
logo, m = 1. Segue que 
xp = te-t 


é uma solução particular. A solução geral da equação dada é 


E -2 m 
х= Ае + Be ^ «te '. F 


EXEMPLO 6. Determine a soluçào geral de 
т / ^ — р o 
X + 4x = cost. 
Solução 
Vamos tentar uma solução particular do tipo 
хр = m cost. 


Esta escolha é motivada pelo fato de que derivando-se duas vezes o cosseno 
volta-se ao cosseno. 


(m cos f)" + 4 т cos t= cos t 
ou 


3 m cos t= cost 


1 1 
logo, m = ——. Assim, Xp — ç cos t é uma solução 


particular. A solução geral da equação dada é 


x = А cos 2t + B sen 2t + 


EXEMPLO 7. Resolva a equaçào 


X + 4x = sen 2t. 
Solução 


A solução geral da homogénea X^ 4х-06 


xh=Acos2t+ B sen 2t. 


Como sen 2t é uma solução da homogênea associada, nào adianta tentar solução 
particular do tipo xp = т sen 21, pois, substituindo tal função na equação dada, o 
1.ºmembro se anula e o 2.º nào. Tenta-se, então, neste caso, solução particular do 
tipo 


@ Xp = mt sen 2t + nt cos 21. 


Temos: 


(mt sen 2t + nt cos 2t)' = m sen 21 + 2mt cos 21 + n cos 2t — 2nt sen 2t 


@  (mtsen2t + nt cos 2t = 4m cos 2t — 4n sen 2t — 4mt sen 2t — 4nt cos 21. 


Substituindo 2 e (3) na equação dada e simplificando, vem: 


4m cos 2t — 4n sen 2t = sen 2t 


e, portanto, m - 0 e n = — —ə Assim, 


£ cos 2t é uma solução particular. A solução 
<= 


geral Š, entào, 


1 
x = А cos 2t + B sen 2t — SA 


. (Suponha que o movimento de uma partícula que se desloca sobre o eixo x é 
regido pela equação deste exemplo; descreva o movimento.) 


Observação: Na determinação de uma solução particular, em geral, estão 
envolvidos muitos cálculos; por este motivo é sempre bom verificar se a solução 
particular encontrada é realmente solução particular. Por exemplo, 


x. =- Í cos 21 é realmente uma solução particular de 
E <— 
/ 


X + 4x = sen 21, pois, 


г 


1 ! 1 1 1 

1222 taf- Er cos 2r) -| T cos 21+ + sen 2 — t cos 2t = 
4 4 4 2 
1 1 
y sen 214 o sen 21+ соз 2r] — r cos 2r = sen 21. . 


EXEMPLO 8. (Princípio de superposição.) Considere a equação 


(4) X bx tex fi(t) t f> (t) 


onde fl (1) e /2 (1) são funções dadas, definidas e contínuas num mesmo intervalo 
І. Mostre que se x1 = x1 (0, t € 1, for uma solução particular de 


(5) Х + bx + x= fit) 
е ве x2 = x2 (t), t € I, uma solução particular de 
@ X + bx + cx = f(t) 


entiox = E (A+ E (1) será uma solução particular de ey 
р 


Solução 


Sendo A = x (0e х, - УЛ (1) soluções particulares de (5) e (6) 


respectivamente, teremos, para todo г € 7, 


Xj (0) + bxi (t) + e (t) = fi(t) 


Хэ (t) + bx» (t) + схо (t) = Б (t) 


e daí, somando membro a membro, resulta 
[x1 (t) + x2 (0]”+ b [x1 (0 + x2 (9]' + c [x1 (Ü) + x2 (0] 2A (0) + f2 (5. 


Гово, х = Ki (0) + Е (1) é uma solução particular da Equação (4) 
р 


EXEMPLO 9. Resolva a equação 


X + Ах = e! + sen 21. 


Solução 


e! é uma solução particular de 


-— 1 
Y 1 5 
X + 4x = el. (Verifique.) 

Pelo Exemplo 7, X^ = = Ын f cos 2t é uma solução 


particular de 


x + 4x = sen 21. 


Pelo principio de superposição 


é uma solução particular da equação dada. Então, a solução geral da equação 


dada é 


x= Acos2 + B sen 2p Le! — 1160521 п 


Exercicios 5.5 


1. Determine a solução geral. 


d?x 
a) ad — 3x — cos 3t 
Р] 
12 х dx 
“мий ed + x = 5e 
Ци t 
ах ах 
oy *2 +2х=4 
dt^ t 


g) x+x=2sent 


D) X +2x + x = cos 21 
.. 2 
n) X — 4x = e“ 


b) X + Ax 44х-214-1 


d) X + 4x +3x= 8e 


ђў+2)=4 
2. , 

y E 1.2 
аг аг 


Л X + 9х = sen Г + 2cost 


m) X + 9x = sen 3t 
0) X — 4x 
4) х-2 
5)Х-2Х 


= 8cost 


2. Resolva a equação x + @2x = sen wt, onde œ # 0 é um real dado. 


(Ressonáncia.) 


3. Determine a soluçào do problema 


а) X + 4x = cos t,x (0) = 1e x (0) = —1. 
b) £ + 6х+9х=е 3 x(0)—0e x (0) = 1. 
c) X + Ax = cos 21, x (0) = 0e x (0) = 0. 
d) X + 4x = Se", x (0) = бе x (0) = 0. 
. Determine uma solução particular de 
.. . Э 
X + 2yX + wjx = b sen ot 
onde y, 00, b e о são constantes não nulas dadas. 
. Resolva a equação 
.. ” 
X + юх = bsen ot 


onde o0, b e о são constantes não nulas dadas. 


п 


OS ESPAÇOS 


6.1. INTRODUÇÃO 


Nosso objetivo, neste capítulo, é introduzir no Re os conceitos de norma e de 


conjunto aberto, que generalizam os conceitos de módulo e de intervalo aberto, e 
que serão fundamentais em tudo o que veremos a seguir. O simbolo Re está 


sendo usado aqui para indicar o conjunto de todos os pares ordenados de números 
reais: 


Re = {(x, y) | x, y reais}. 


Para as interpretações geométricas e físicas será muito útil pensar um par 
ordenado (x, y) como um vetor do plano. Para isto, fixaremos no plano um 


sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habitual) e identificaremos, 
=> 5 В 
então, о par (х, у) com o vetor OP onde O é a origem do sistema e P o 


ponto de coordenadas (x, у). Esta identificação nos sugerirá como somar pares 
ordenados e como multiplicar um par ordenado por um escalar a partir das 
operações sobre vetores, que suporemos conhecidas. 

O leitor não terá dificuldade alguma em generalizar os conceitos deste 
capítulo para o р" n > 3, onde №" indica o conjunto de todas as n-uplas 


ordenadas (x1, x2, ..., xn) de números reais. 
6.2. O ESPAÇO VETORIAL Re 


— -» > 
Identificando (x, y) com o vetor OP e indicando por , e + os vetores 


associados, respectivamente, a (1, 0) e (0, 1) resulta da teoria dos vetores que 
— — 


ОР = xi + yj 


ry 
É imediato que se 4 é um escalar, isto é, um número real, então, 
—= 


de P é to d denadas (Ax, ду). Р 
» onde € o ponto de coordenadas (Ax, Ay). Por 
ХОР = OP,"*^:" 


— 
outro lado, se ОО é o vetor associado a (s, 0 e se 


OR = ОР + OQ: entào OR é o vetor associado a 


(x + s, y + 1) (verifique). Tudo isto sugere-nos a seguinte definição. 


Definição. Sejam (x, y) e (s, 1) dois elementos quaisquer do Re е ¿um real 


qualquer. Definimos: 


a) (x + sy + Ü é a soma de (x, y) com (s, D: (x, y) + (s, Ü) = (x + sy + D. 
b) (Ax, Ay) é o produto de (x, y) pelo escalar 4: À (x, у) = (Ax, лу). 
с) (х,у) + (— 1) (s, д ба diferença entre (x, y) e (s, 0): 
(х,у) — (5,9) = (x, y) + C D (s, 0). 
а (х,у) = (s,Ü @x=sey=t. 


As seguintes propriedades são de imediata verificação: quaisquer que sejam 
(x, у), (5, À e (u, v) em Re e quaisquer que sejam as escalares a e f tem-se: 


AD [Go y) + (s, 9] + (u, v) = (Œ, y) + [(5, 0) + (u, v)] 


A2) (x, у) + (s, 1) = (s, Ü + (x, y) 

A3) (x, y) + (0, 0) = (x, y) 

A4) (х,у) + E 1) (х,у) = (0, 0) 

M!) a [B (x, y)] = ab (x, y) 

M2) a [(x, y) + (s, 9] = a (x, y) + a (s, 0) 
M3) [a + B] (х,у) = a (x, y) + B (x, y) 
M4) 1 + (x, y) = (x, y). 


Observação. Uma estrutura de espaço vetorial sobre um conjunto não vazio V 
fica determinada quando se definem em Y duas operações, uma de adição e 
outra de multiplicação de um elemento de V por um escalar, satisfazendo as oito 
propriedades acima listadas. As operações anteriormente definidas determinam, 
então, sobre o Re uma estrutura de espaço vetorial real; seus elementos podem, 


então, ser chamados de vetores. 


6.3. PRODUTO ESCALAR. PERPENDICULARISMO 


Definição 1. O número 


ala2 + Ь1Ь2 


denomina-se produto escalar dos vetores (al, bl) e (a2, b2) e indica-se por 
(al, 51) - (a2, 52). Assim, 


(al, b1) - (a2, b2) = ala2 + b1b2. 


EXEMPLO 1. O produto escalar dos vetores (2, 3) e (1, 5) é 
(2,3)-(1,5)-2:143-5-17. 
Observe que o produto escalar de dois vetores é um número. 


Sejam os vetores 


— 
и = (ay, bj), у = (a,,b;)e w = (as, b3) 


e seja å um Dad são de verificação “imediata as seguintes propriedades “do 


produto escalar: 


NH. — — — 
1) uú * v = v : и (co ipis 
>) “ч pi > 
(ii) [u tv] w Ow vw (distributiva) 


> > > > > 
(11) (A u): ETA -w)= u- (Àv). 


> 


ә ә ә -- 
(iv) u-u=0; u -u=0< u =(0, 0). 


Estamos interessados, a seguir, em definir perpendicularismo ou 
ortogonalismo entre vetores do R: Consideremos os vetores 


> - 
u —(aj,b)e v = (as. b») 


estes dois vetores aplicados no ponto P = (x, y) do plano. 


Vamos olhar 


: >> : 
A e B são extremidades de e , respectivamente. Temos 
, 


--» —> 


OA = OP + u = (x, y) + (а, b1) =(x+ ay, y + by) 
e 


 —> 


ОР + v = (х, y) + (a5, Ьу) = (х + a), y + bo). 


š 
lI 


Assim, 
A= (x + al, y +b1) e B = (x + a2, у + b2). 


Vamos, agora, aplicar a lei dos cossenos ao triângulo АРВ para determinar cos 0. 
Temos 


АВ? = АР + PB — 2 AP - PB cos 0 
onde À fg és disância de 4a B, АР” PB de Pa B. Como 


АВ = (ar а)? + (by —b)?, 


segue que 
2 2 2 2 2 2 Ea ET 
(ау— ауу + (b — by = aj + bj + a5 + by — 2 Ja? +b? 443 +b cos ĝe, portanto, 


aja + bı = Ja? +b? Vaz + bj cos 0 


ou seja, 


aja) + bb; 


2 B ^ 
Jap + br qas + bs 


LN 


— — 
Daí, os vetores — — ^ 
и = (aj, bj)e у = (as, b») 
< < 
serão perpendiculares se e somente se o produto escalar de (al, b1) com (a2, 52) 
for nulo. Nada mais natural, entáo, do que a seguinte definigáo. 


Definição 2. Dizemos que os vetores (al, b1) e (a2, b2) são perpendiculares 
ou ortogonais se 
(al, b1) · (a2, b2) = 0. 


Vejamos como fica, em notação de produto escalar, a equação da reta r que 
passa pelo ponto PO = (x0, y0) e que é perpendicular à direção do vetor 


n= (a, b) = (0, 0) Vamos olhar n como um vetor 


aplicado no ponto PO = (x0, y0). 
у — 
” 


O ponto Р = (x, y) pertence à reta r se e somente se o vetor P — PO for 


perpendicular a = (a, b). Assim, a equação da reta que passa pelo ponto Р = 
і 0 


— 
(x ,y )e é perpendicular à direção do vetor = (a, b) é 
0 0 { 


— 
n “(Р – Ро) = 0 
ou seja, 
(а, b) [(х„у)— (x0, у0)] = 0. 


De (x, y) — (x0, y0) = (x — x0, y — y0), segue que a equação acima é equivalente 
a 


ax+by=c 


=> 
com c=ax +by.E = (a, b) é um vetor perpendicular à tal reta. 
0 0 | 


EXEMPLO 2. Determine a equaçào da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que é 


perpendicular à direção do vetor = (— 1,3). 


Solução 


A equação da reta é 
— 
п [Р — Pg] = 0 
-— : 
onde n =(- 1,3), P= (х,у)ерР = (1, 2). Assim, a equação da reta é 
0 


(7-13): [6,5) - (1,2) = 0 


ou 


(x= 1)+3(y-2)=0 
ou ainda 
=x + 3y-5=0. m 
Consideremos, agora, o vetor = = (m, n), com (m, n) # (0, 0), aplicado по 


ponto PO = (x0, y0). Na figura seguinte, representamos a reta r que passa pelo 


ponto Р = (x ‚у ) e que tem a direção do vetor = (m, n). 
0 0 ) 


Por semelhança de triângulos, para todo P = (x, y) na reta r, existe t tal que 


x — xo = tm 


y — у) = tn. 


Pois bem, 


= 
! 


xo + tm 
t€ R 
y = yo + tn 


são as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto PO = (х0, y0) e é 


paralela à direção do vetor = (m, n). Em notação vetorial, esta reta pode ser 
, 
expressa па forma 


(x, у) = (3, —1) + t @, —3), t € R. ш 


EXEMPLO 3. Determine a equação, na forma vetorial, da reta que passa pelo 
ponto (3, — 1) e que é perpendicular à reta 2x — 3y = 7. 


Solução 


— 
= (2, — 3) é perpendicular à reta 2x — 3y = 7. 


n 
O que queremos, então, é a reta que passa pelo ponto (3, — 1) e que seja paralela 
ao vetor (2, —3). Assim, a equação da reta pedida é 


(х,у) = (3,—1)+(2,—3),гЄ р. 


No R os conceitos de produto escalar e de ortogonalismo são análogos aos 


do (ED: 


(al, bl, c1) : (a2, b2, c2) = ala2 + b1b2 + с1с2. 
(al, bl,cl) L (a2, b2, c2) & (al, bl, c1) · (a2, b2, c2) = 0. 


No espaço, a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (x0, у0, 20) e que 


é paralela à direção do vetor = (a, b, c) + (0, 0, 0) ё 
) 


(х,у,2) = (x9. 9 20) +t(a,b,c), te R 


A equação do Plant que passa pelo ponto P0 = (x0, у0, 20) e que é perpendicular 
à direção do vetor n = (a, b, c) # (0, 0, 0) é 


(a, b, c) ` [(x, y, z) — (x0, y0, z0)] = 0 
ou 
c(P-P)-0. 
n 0 
Observe que o plano de equação 


ax+by+cz=d 


: . КОРИ, > 
é perpendicular à direção do vetor = (a, b, c). 


Exercicios 6.3 


1. Determine a equação da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que seja 


paralela à direção do vetor =(-1,1). 
, 
2. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, —1) e que é 
perpendicular à reta 2x + y = 1. 


3. Determine um vetor cuja direção seja paralela à reta 3x + 2y = 2. 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto, -- 1 
` 


2 
< 
e que seja paralela à reta 3x + 2y = 2. 


5. Determine um vetor cuja direção seja paralela à reta dada. 
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аух-2у-3 
b)x+y=1 

с)2х-5у-4 
а х+2у= 3 


Determine um vetor cuja direção seja perpendicular à reta dada. 


а) 2х+у=1 
b)3x-y-23 
с) х+ 3у= 2 
d) 2х- 3у = 1. 


Determine а equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado е que seja 
paralela à reta dada. 


а)(2,-5)ех-у-1 
b)(1,-De2x+y=3. 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja 
perpendicular à reta dada. 


a) (1,2)е2х+у=3 
b) (2,-2)ex+3y= 1. 


Determine a equação do plano que passa pelo ponto dado e que seja 
— 
perpendicular à direção do vetor | dado. 


a) E 
(L1,De = 0,1,3) 
п 


b) E ms 
(2,1,-1)e = (-2, 1,2) 
n 


. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja 


perpendicular ao plano dado. 
a) (0, 1,-1)ex+2y-z=3 
b) (2,1,-1)e 2x + y+3z=1 


=> 
П. sejam =(a,b,c)e = = (a, b, с) dois vetores do R°. 


"ad bau 


— — 
Definimos o produto vetorial de por pd que se indica ^ 3 


и у и у 


рог 
ә ә э 

> >» |Ё j k 5 29 5 

илу =|а b с | = (0с – ср) і + (asci — a0) j + (ab, — abi) k 


a b c 


> 
onde —*-(1,0,0, *-(0,1,0)e 


MMC MEL. 


— (0, 0, 1). Verifique que 


> > > > 
а) uny = —v ^u. 

> > => > 
b) u ^v éortogonal a ue av. 


зэр » > > > » » -» 
с) u^(v + w)= u ^v + u A и, опіе w = (аз, bs. сз) 


> ә > > > > 


= 
d(u+v)Aw= u ^w + v Aw 


12. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, 2, —1) e que 


seja perpendicular às direções dos vetores 
и =(1,1,1)е v = (1, —2, 1) 

ix : 2 : =- = 
Determine um vetor não nulo que seja ortogonal aos vetores u e y 
dados. 

3 ==> 
а) и =(1,2,—1)e у =(2, 1,2) 
=> -— 


b) u = (3, 2, –1)е v --(-1,2,1) 


14. Determine a equação do plano que passa pelo ponto dado e que seja 


> > 
paralelo aos vetores e dados. 


э - 

а) (1, 2,1), и =(-1,1,2e v -2Q,1, -1) 
-» => 

HOLD -(22-21:3у8 w=(1; 1 I) 

es e q dados 


и = (цу, uo. из)е V = (Vi, V2, УЗ) 
=> => 
com ЕРИ que 


uav + 0 


— — 
(х, у, 2) = (xg, Y Zg) su + tv (s,t € R) 


é a equação vetorial do plano que passa por (х0, y0, 20) e que é 
> => 


perpendicular a 


Но ОРЖ 


64, NORMA DE UM VETOR. PROPRIEDADES 


Definição. O número 


II (x, y) 11 = 


denomina-se norma do vetor (x, y). 


A norma de (x, у) é o compri- 
— 
mento do vetor ОР. 


De x, y) š (x, y) x2 + y2, segue 


Il (х, y) 1 = JG. у): (x. y) 


— — 


s ul Il v Il. 


Demonstração 


Para todo t real, 


(u +tv): (и + tv) 20. 


Pela distributividade do produto escalar, 


> => > => ы => 

u-u +24 у ТГУ · Уу 2 0) 
-» 

e como J resulta, para todo 7, 


u -1и ul 


— > > a > 


Э ? f 
llul] + 2и ` v + fll v l“ > 0: 


logo, 
> >» Re UR 
А = (2и · у) – 41 ППУ < 0 
e, portanto, 
> ә > > 
la + vis lulil v il. a 


— 
Segue do teorema acima que quaisquer que sejam os vetores não nulos e 


z: de R tem-se 
y 


— 
ший OU „ыз 
— — 


ЕВА! 


Portanto, existe um único número real 0, 0 <0 < z, tal que 


> > 
u-v > > > > 
cos Ө = ——  D—O ou и · v =llullll vll cos Ө. 
> — 
Hull HE v HH 


: => 
Este número real 0 denomina-se ángulo entre os vetores e 


: : => 2 
Teorema 2. Quaisquer que sejam os vetores e de R e 


qualquer que seja o escalar À tem-se: 


=> > > 
Nbllull=0;llull=0< u = (0, 0). 


— — 
N2) ПА 11 = AMI u Il. 
N3) (Desigualdade triangular) 


=> > => => 
lu + у= llull +i vil. 


Demonstração 


NI) Imediata. 
— 

N2) Pondo = (x, у) tem-se 
и 


ПА ий = ТАКХ, y) ll = Il (Ax, Ау) = \/(Ах)? + (Ay? . 


Logo, 

> |a. 

ЇХий-1АГАХ + y^ 
ou seja, 
— — 

ПА 11 = Al u M. 
N3) ә ¿$ = > > > 2a ха ue 
lu + у = (u + v); (u + ат + 02и аг 


Pela desigualdade de Schwarz 
= ЕЕ, — —» 


ие. v = ПнУ. 


-> ши | Shop = > к > > 5 
lu + vit = ull + Mov ll + ll v I° = (Hull + vi) 
logo, 

> > > > 

lla + vll=llull + lvi. п 


Exercícios 6.4 


1: 


2. 


Generalize para o R (n > 3) os conceitos e resultados desta seção. 


Calcule a norma do vetor dado. 


— — 
a) u = (1,2) b) v = (2, 1, 3) 
c) и = (0, 1, 2) d) v =(=,-) 

23 


Seja E = o p d um vetor qualquer de R’ Mostre que 
=> 
ll ull =lu;l, i = 1,2,3 


Seja > = (и, и, ..., un) um vetor do R (n > 2). Mostre que 
12 
— 
lull=>lul,i=1,2,...,n 


y 
Sejam 5 y dois vetores quaisquer do R- Verifique que 
) 


-- - - - 
allu — уі = ull — Il vll. 
— — — — 
blu — vil =l vil — li ul. 


— — — — 
ollu — vil= 1 ull — Il vil. 


6. йш t su ET mo ¿Y , +... Уп) vetores quaisquer do 
и 12 ) 1 2 
R- Mostre que 
= -Э 
lu — vllzlu;—vili-1,2,...,n. 
7. Sejam zT e 22 vetores quaisquer do р" Prove: 
uv 
> > > => > 
2 ER 
и Lv elu + vll = Пи + ll v I. 
8. а 9 um vetor qualquer do R- Prove que se P š 23 = 0, para 
u v 
> 
todo e n, então = 3 
у u 0 
ш Sejam = ERA E vetores | 40 R tais que 
и V w 
=> > > >> 


w = Qu + y “mas reais. Suponha e : 
MUTET и у 
unitários (II u II m 1 е II yv II = 1 ) е ortogonais. 
> > - > 
Prove que Æ = H ° we В = v ° W. 


11. 


Sejam > e > vetores do R Dizemos que ct e > sáo 
и v и у 


linearmente independentes se, quaisquer que sejam os reais a e f), se 


-» = > 
› = , então a = fj = 0. Prove que = (и, 
аи +В 0 ui 


u)e 23 = (v , v ) são linearmente independentes se e somente se 
2 Y ї 2 

ш wu 

Yi Va 


әәә 2 > > 
Sejam , í vetores quaisquer do R . Prove que se ea 
u Vw и Y 


forem linearmente independentes, então existirão (e serão únicos) reais a 


— — — 
e £ tais que Ww = а u + B у. 


Ѕејат е dois vetores unitários е ortogonais do R . Prove que 


> due a 
e sáo linearmente independentes. 


uv 


=> 
Sejam e dois vetores unitários e ortogonais do р’. Prove que 


Y 


> 2 
para todo de temse: 
w R 
— > > > > > > 
W = (ж. и) и + (Wo. V) V. 
Sejam 2 Nc > vetores do R Dizemos que Айн е = são 


uv w uv w 
linearmente independentes se, quaisquer que sejam os reais a, f e y, se 


a E: pL; p =8=7=0 
au+Bv+yw=0 ан 


Prove que 


- - > 
и = (uj, Uo, из), у = (v|. V5. ух) е w = (W|. Was wa) 
são linearmente independentes se e somente se 


ир иу из 
у Vv уз |40 


і. Э-э =? =} ! 3 =. 
Sejam гэ vetores quaisquer do R ‚ com E 
uvw Г UV 
linearmente independentes. Prove que é combinação linear de 
w 
š e ‚ Isto é, que existem reais a, В е у tais que 
u V w 
— — 
г —au t Bv t yw 
19 Sejam Я 2 е -" trés vetores unitários quaisquer de R°. sendo dois 
uv W 


a dois ortogonais. Prove que para todo do R? tem-se: 


> > > > > > > > > > 
r —(r*u)u- +(г о Уу) у t(r-w)w. 


— 
1: Ѕејат е s, vetores nào nulos do р. Mostre дие 
) 


> > — > 
lu A vil = bu lb у ll sen 8, seseo 
| > > 
ângulo entre e y 


18. p А ә ә 3 
rove que quaisquer que sejam e em R 


> > > > 
lu A vils I allil y i. 


6.5. CONJUNTO ABERTO. PONTO DE ACUMULAÇÃO 
Sejam Coro) um ponto do Re e r> О um real. O conjunto 


((x, y) € R? III (х, y) — (хо, yo) ll < r) 


denomina-se bola aberta de centro (x0, y0) e raio r. 


AE A 
Я b. Il Qc, y) — (х,у) <r 
\ 
Yo EN A [ | А 
\ l / (x — xp) + (y — yo)? <r? 


No plano, a bola aberta de centro (x0, y0) e raio r é o conjunto de todos os 
pontos “internos” ao círculo de centro (x0, y0) e raio r. 
Seja 4 um subconjunto não vazio de Re Dizemos que (x9. yo) € 4 é um 


ponto interior de А se existir uma bola aberta de centro (x0, y0) contida em A. 


EXEMPLO 1. Seja A = {(x, y) € Re Ix>0ey>0). 


a) Todo (x, у), com x > 0 e y > 0, é ponto interior de A. 


b) Todo (x, y), com x = 0 ou y = 0, não é ponto interior de A. 


De fato, 


а) se (x,y) € А, com x > 0e y > 0, então a bola aberta de centro (x, y) e raio r = 
mín (x, yj está contida em 4; logo, (x, y) é ponto interior de A. 

b) se (x,y) € A, com x = 0 ou y = 0, então (x, y) não é ponto interior de 4, pois 4 
não contém nenhuma bola aberta de centro (x, у). 


A 


GT é ponto interior 


não é ponto interior п 


Definição. Seja 4 um subconjunto não vazio de R: Dizemos que 4 é um 


conjunto aberto se todo ponto de 4 for ponto interior. 


Observação. Por definição, o conjunto vazio é um conjunto aberto. 
EXEMPLO 2. Toda bola aberta é um conjunto aberto. 
Solução 

Seja B uma bola aberta de centro (x0, y0) e raio r. Precisamos mostrar que 
todo ponto (x1, y1) de B é ponto interior. Seja, então, a distância de (x1, y1) a (х0, 
y0), isto é, 

a= || Gl, y1) = (x0, y0) ||. 

Vamos mostrar que a bola aberta B* centro Cy) e raio "р com 0 < "n <r 


— a, está contida em В. 


(x, y) € B = (x, y) — (х,у) ll < г]. 
Seja, então, (x, y) € Ë temos 


ll (x, y) — (хо, yo) lÍ = ll (x, y) — (x, yp + (x |. yp — Go; yo) ЇЇ 
= (х,у) — (хр, yp Í HG ур — Go yo) || < rj + a < r. 


Logo, (x, y) € B. Portanto, B está contido em B. 


EXEMPLO 3. 


a) Re é um conjunto aberto. 
b) A= {(x,y) € m | x 20e y>01 não é aberto. 


c) A= {(x, y) € || 22 | x > 0e y > 0} é aberto. 


Solução 


a) Imediato. 
b) Os pontos (x, y) € А, com x = 0 ou y = 0, não são pontos interiores; logo, 4 
não é aberto. 
c) Se (x, y) € A, a bola aberta de centro (x, y) e raio r = mín {х,у} está contida 
em 4; logo, 4 é aberto. 

ч 


Definição. Seja 4 um subconjunto do ЇН2 e seja (a,b) Є ЇН2 ((a, b) pode 


pertencer ou não a 4). Dizemos que (a, b) é ponto de acumulação de A se 
toda bola aberta de centro (a, b) contiver pelo menos um ponto (x,y) € 4, 
com (x, y) £ (a, b). 


Grosso modo, dizer que (a, b) é ponto de acumulação de 4 significa dizer que 
existem pontos de 4, distintos de (a, b), tão próximos de (a, b) quanto se queira. 


EXEMPLO 4. Todo (x, y), com x 20 е y > 0, é ponto de acumulação do conjunto 
А sendo 


А- (e YER Ix>0ey>0F ° 


ponto não é ponto de acumulação de 4, pois existe uma bola 


A 


28 


aberta de centro -1 que não contém ponto de А. 


н 

EXEMPLO 5. O conjunto 4 = ((1, 2), (—1, 0), (1, 3); não admite ponto de 

acumulação, pois qualquer que seja o ponto (a, b) de Re existe uma bola 
/ 


aberta de centro (a, b) e raio r que não contém ponto de А distinto de (a, b). 


(a, b) não pertence a 4, basta tomar r como a menor das distâncias de (a, b) aos 


1 


pontos (1, 2), (—1, 0) e (1, 3); se (a, b) € A, basta tomar r = ——. 


Л 


Exercicios 6.5 


1. Verifique quais dos conjuntos a seguir são abertos em Re 


a) (х, DERI +y <1) 

b) {(x, y ER lat y> 1) 

c) (x, y ER Ix +y«lex+y>3) 
d) (x, yeR'Ix- 1е1<у<3) 

e) ((х, DER ++ у 06. 

Р (G. DER Ix- y »3ex? + y? < 16) 
g) (х, y) ER? ху»0) 


h) (Go, Є R'Ix 20e y u 


2. Determine o conjunto dos pontos de acumulação do conjunto dado. 


a) ((x, y) € RÉ IX + y? <1) 
b) ((x, y) € R2I хе y inteiros) 


| ы 


c) | 5 In x0 I 


d) (х, y ER Ix+ y> 1) 

e) [(x. yeR'Ix- 1, I<y<2) 
P) ((x, y) € R^Ixe y racionais) 

. Defina bola aberta de centro Eo Ур 20) e raio r > 0 no B: Interprete 
geometricamente. 

. Defina bola aberta, conjunto aberto e ponto de acumulação по R 

. Sejam A e B dois subconjuntos do Re Prove que se 4 e B forem abertos, 
então 4 U Be A N B também serão. 


. Suponha que, para cada natural n, A é um subconjunto aberto do Re 
Seja В a reunião de todos os Ал e Ca interseção de todos os An. Pergunta- 
se: B é aberto? C é aberto? Justifique. 

. Seja F um subconjunto do Re Dizemos que F é um conjunto fechado se 


o conjunto de todos os (x, y) não pertencentes a F for aberto. Verifique 
quais dos conjuntos a seguir são fechados. 


© 


a) ((x,y) € RL + y? < 1). 

b ((x, у) Є К Ix=0ey>0). 

c) [(x, y) € КІ хе y inteiros). 

d) (х, y) € RI xe y racionais). 
е) Ф, 

РЕ А 

р) [(x, y) € Rilx= L,i<y<3) 
Hi yEeR*Ix=1,1=<y<3) 


Suponha que o conjunto B,B С Re não seja aberto. Pode-se concluir 


que B é fechado? Sim ou não? Justifique. 


. Dizemos que 4 C ЇН2 é um conjunto limitado se existir um т > 0 tal que 


|| Gc. у) || < m para todo (x, y) € A. Prove que se 4 for limitado e se А 
contiver um número infinito de pontos, então 4 admitirá pelo menos um 
ponto de acumulação. A afirmação continua verdadeira se uma das 
hipóteses for omitida? 


FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM . CURVAS 


7.1. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REALA VALORES EM Re 


Uma função de uma variável real a valores em 2 é uma função F : 4 — 
Re onde 4 é um subconjunto de R Uma tal função associa a cada real 1 € 
A, um único vetor F (1) € R: O conjunto 4 é o domínio de F e será indicada 


por DF. Suporemos sempre que 4 ou é um intervalo ou uma reunião de 
intervalos. O conjunto 


тРр-(РО)Є| єрд 


é a imagem ou trajetória de F. A imagem de F é o lugar geométrico, em Re 


descrito рог F (1) quando г varia em DF. 
EXEMPLO 1. Seja Ра função dada por F (1) = (t, 21). 


a) Calcule F (0) e F (1). 
b) Desenhe a imagem de F. 


Solução 


a) F (0) = (0,0) e F (1) = (1,2). 


b) 


A imagem de F é a reta de equações paramétricas 
EXEMPLO 2. Desenhe a imagem da função F dada por F (1) = (t, 2). 


Solução 
Ж = 


A imagem de F é a curva de equações “= 
у 


| 
` 
mi 


A imagem de F coincide com o gráfico da parábola у = x2. 


EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cost, sen 1), t € [0, 27]. Desenhe a imagem de F. 
Solução 


А imagem de F é a circunferência de centro na origem e raio 1. 


(cos t, sen t) 


ГЫ 
EXEMPLO 4. Seja F (1) = (e^t cos t, e^ ! sen 1), t2 0. Desenhe a imagem de F. 


Solução 


F (t) = e * (cos t, sen f) 


Il F (t) ll = et cos t)? + (e! sen t)? 


ou seja, 


ЇЕ(01-6 '. 


Quando ż varia em [0, +оо[, o ponto F (1) gira em torno da origem e a distância à 
origem tende a zero para / tendendo a + oc. Observe que a imagem de F coincide 


com o gráfico da espiral p = e-0, 0 > 0 (coordenadas polares). 
" 


EXEMPLO 5. Desenhe a imagem da função F dada por F (1) = (2 cos t, sen 1), t 
€ [0,27]. 


Solução 


3 
A” 


Assim, para cada г € [0, 27] o ponto (2 cos t, sen f) pertence à elipse zd 


y2= 1. Por outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe £ € [0, 27] tal que 


x=2 cost, ог quy 
y-senf POL ues = 


Exercícios 7.1 


Desenhe a imagem: 
1. Е(0= (1,0 


2. F(i - (61+ 1) 


3. F() - Qt- 1,1+2) 
4. Е(й= (4) 
5. F() - (O, D) 
6. Е()= (0,4) 
7. F (Ù = (cos t, 2 зеп) 
8. F(D= (sen t, sen i) 
9. F (Ù = (sent sen2 0 


— 


10. j 
Е(0) = (№ 2 cos /, 2 sen f) 


11. F(f) = (et cos t, et sen f), t> 0 


12. F (f) = (sen t, f) 


7.2. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REALA VALORES EM Re 


Uma função de uma variável real a valores em 3 é uma função F : A — 
3, onde 4 é um subconjunto de . Uma tal função associa, a cada t E 4, 
um único vetor F (f € R: A imagem ou trajetória de F é o lugar geométrico, 
em р». descrito рог F (1), quando t varia em Dp. 
EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de F (1) = (t, t, 0, t> 0. 


Solução 


A imagem de F é a semirreta de equações paramétricas 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem de F (1) = (cos t, sen t, 1). 


Solução 


A imagem de F é uma circunferência situada no plano z = 1, com centro no 
eixo ze raio 1. 


EXEMPLO 3. Desenhe a imagem de F (1) = (cos t, sen t, bt), t > 0, onde b > 0 é 
um real fixo. 


Solução 


A imagem de F é uma hélice circular reta. Quando t varia em [0, +oo[, a 
projeção de F (f), sobre o plano xy, descreve a circunferência x = cos t, у = sen t, 
ao passo que a projeção sobre o eixo z descreve um movimento uniforme, com 
equação z = bt. 


х 


Muitas vezes será necessário considerar funções de uma variável real a valores 
em n,n > 3. Os próximos exemplos exibem funções de uma variável real a 


valores em р: еет р: respectivamente. 
m 


EXEMPLO 4. F (д) = (t, 2, 1, 2), є р. é uma função de uma variável real a 


valores em р“ 


EXEMPLO 5. F (1) = (cos t, sen 1, 2, 1, B), t € р. é uma função de uma 


ч 
variável real a valores em B: 


Exercicios 7.2 


1. 


Desenhe a imagem: 

a) F (0 = (1,1, »Є 

b) F()=(1,1,0.1>0 

c) F() = (41,120 

4 F()-0,0,5,:re D 

e) F (t) = (tt, 1 + sent), 120 

f) Е(0) = (1, соѕ г, ѕеп 0), 120 

g) F (f) = (cos t, sen t, 2) 

h) F (t) = (cos t, sen t, e, t> 0 

D ] 

F(= | t,t,- Lt>0 

f 

Л F (b = (1,1, 2), t20 

D F (À = (e-t cos t, e~t sen t, e-f), t20 


m) J^ 
F (t) = (sen t, sen t, У 2 ¿Cos ), 0<1<2x 


n) F (t) = (sen t, sent, ),t>0 


о) T 

F (t) = (1 + sen t, 1 + sen z, cos f), — — = 
> 
= 


| 2 
Seja F dada por F (0 = (In £, t, Mis (2 Яа? 
Ч 


a) Determine o domínio de F. 


b) 3 


Calcule F| —— 


5 


3. Determine o domínio. 

|y 

1-2 e ss ¿= 

.21-11(5-12),67 | 
Vt+1 


I 


a) F (t) t 


Ë us 
b F(= | 2, —, 42 — t? , arctg t | 


224 


7.3. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A 
VALORES EM In 


Seja F : A > n uma função de uma variável real a valores em п; 
então existem, е são únicas, п funções a valores reais Е, ¡As R 10 Pe Po: RA 


n, tais que, qualquer que seja t € 4, 
F(D= (F1 (D), F2 (D), ..., Fn (D). 


Tais funções são denominadas funções componentes de F. Escreveremos F = 
(F1, F2, ..., Fn) para indicar a função cujas componentes são Fl, F2, ..., Fn. 

EXEMPLO 1. Seja F (f) = (cos, sent, 1), t € R As componentes de F são as 
funções Fp F5 F3 definidas em R e dadas, respectivamente, por x = cos t, y = 


sentez=tí. 
п 


EXEMPLO 2. Seja F (1) = (t, АЛ ‚ sen 3t, arctg 1), t > 0. As componentes de F 


são as funções ГІ, F2, F3, F4 dadas por Fl (0) = t, F2 (0 = ү t „ЕЗ (D = sen 3t 
e F4 (D arctg t, com t> 0. 

ч 

Sejam F,G:4= n duas funções de uma variável real a valores em R 


п,/:4-» R uma função a valores reais e k uma constante. Definimos: 


a) a função F + G: A > n dada por 


(Е+ а) (0 = Е() +С (0) 


denomina-se soma de Fe С. 
b) a função kF : A —> n dada por 


(КЕ) (9 = kF (0) 


é o produto de F pela constante k. 
c) a função f: F : A > R dada por 


CPOO FA 


é o produto de F pela função escalar f. 
а a função F: G:A >H dada por 


(Е-0)(0-Е():0(0) 


onde F (f) -© G (À = F1 (A) > G1 (A + F2 (0) : G2 (0) +... + Fn (D : Gn (Ù, é o 
produto escalar de F е G. Estamos supondo aqui F = (Fl, F2, ..., Fn) e G = (Gl, 
G2, ..., Gn). 

e) Seja n= 3. A função F A G: A -| dada por 


> > > 
i k 

FG) AD R) 

GO Gr(t) Ga(t) 


FAGOO=FMAG()= 


denomina-se produto vetorial de F e G, onde 
> ә > 
Ї 7 k X 
Ки) Ба) В() | = [Р (0) 6300) – Е;( Go(0] + 
GO С») С (1) 
> > 
+ [F4 () Gi (1) — F1(0 G3(0] j + [F] (0) G (À) — Е (0G, (0] k. 


(Veja Exercício 11 da Seção 6.3.) 


EXEMPLO 3. Sejam as funções F, G e / definidas em R e dadas por F (0 = 
(cos 3t, sen 2t, 12), G (t) = (3, 13, arctg 1) e f (f) = e- 2t. Temos 


a) o produto escalar de F e G é a função H dada por 
H (t) = F (t) : G(t) = 3 cos 3 t+ B sen 2t+ 0 arctg t. 


b) o produto de F pela função escalar fé a função com valores em рз дада 


рог 
FO F (t) = e-2t (cos 31, sen 2t, 12) = (e-2t cos 3t, e—2t sen 2t, e—2t 12). 


c) o produto vetorial de Fe G é a função a valores em рз дада рог 


> > > 
i j k 
(ЕЛС) (0 = |соѕ 3r sent 12 |= 
3 3 arctg r 
NS 2 pid 3 
= (sen 2t arctg t — Г) i + (31 — cos 3tarctg f) j + (f со$31—3зеп2). ш 


Uma função de uma variável real a valores em n será frequentemente 


indicada com a notação vetorial Е 


EXEMPLO 4. Sejam as funções dadas рог 


- 2 
F (t) = (27, 2) e 


Calcule 
3 3 — 
a) F (b: G (f) b) tF (t) 
> => > > 
c) F (p A G (t) d) 2F (t) + 3G (0). 


Solucáo 


= 2 3 3 
a) F (0: G (t) =3t+tf' +2t= 5t+r. 


zi 
БТЕ (p= t(, 0,2) = (Ê, 0,20. 


diis dad 
> > I J k 3 > 3 > 2 3 > 
с)Е(/С(0-11 ? 2|=(Г—2) i +(6—гу j 4(7-31) k 
3 t t 
ou seja, 
F()^G(-(?-20 i +(6-0) j -22 К. 
4)2F () +36 ()920,0,2) 3,10) = Qr 9,22 + 31,4 30. . 
Exercícios 7.3 
1. Sejam 
> - 5 
F (t) = (t,sent,2)e С (t) = (3, t, г) 
. Calcule 
> > шинээ 
a) F (t): G (t) be F (0 
- — — — 
c) F (0 —2 G (t) d) F (DA G (t) 
2. Calcule 
- - > — — 02 > > > > 
r(DA x(D,onde г(0)-1/1 +2j 42Кех(0-14- j+ k 


3. Calcule 
> > > > > > 


— > - >» H 
и (0+ v (D.onde и (0) = ѕепгі +costj +tk е v (r)—senti cost j + k 


> > > 
Sejam F três funções definidas em A C R e a valores 
(GJA 
em Re Verifique que 
> 3 > > > ә > 2 2 2 > 
a FAG=-GAF b F-(G+H)=F-G+F:-H 


> ә ә > ә ә ә 
сб FA(G+H)=FAG+FAB 


7.4. LIMITE E CONTINUIDADE 


Antes de definirmos limites faremos a seguinte observação: sempre que 
estivermos lidando com função de uma variável real ficará subentendido que o 
domínio ou é um intervalo ou uma reunião de intervalos. 


Definição 1. Seja F uma função de uma variável real a valores em B: e 


seja 10 um ponto do domínio de F ou extremidade de um dos intervalos que 
compõem o domínio de F. Dizemos que F (1) tende a L, L € n, quando t 


lim F()=L 


tende a t „е escrevemos 


0 


"86 para todo € 


Ке to 


> 0 dado, existir ó > 0 tal que, para todo 1 € DF, 


011-10 |<55 F(0)- L| < €. 


Observação 
IFO-UISESFO EBED 


onde B€ (1) é a bola aberta de centro Le raio € : BE (L) = (Y € Rr HIY-L 
Ie. 


A figura seguinte nos dá uma visão geométrica do significado de 
lim F(A) =L 


I 10 


' no caso n = 2: 


dado € > 0, existe ó > 0, tal que F (£) permanece na bola aberta B€ (L) quando / 
percorre o intervalo ] 0 — ô, 10 + ô [, t+ 10 e t E DF. 


EXEMPLO 1. Seja F uma função de uma variável com valores em ne seja 


LE n. Mostre que 


lim Е()-1 lim 1F (1) — LII = 0. 


t> to 15 to 


Solução 


fve>0,38>0 tal que V t € Dr 
10 < 10 = 01< 55 1Е(0) – Ш< є 


Ve>0,15>0 tal que V t€ р 
0 «It — tol «82 IIIF( — LII - 01« € 


lim F(2Le 
э 


e | lim ПЕ) = Lll = 0. 


t> to п 


O exemplo acima nos diz que se F (1) tende a L, para t — 10, então a distância 
de F (t) a L (|| F (t) — L ||) tende a zero, para t — 10, e reciprocamente. 
Antes de demonstrar o próximo teorema, lembramos que se 


Ж = (x! ` Хэ, .... Xn) Єр. então, para і = 1, 2, 


TT => 
ТУ А || Х || = | Y ? Ї ou seja, o comprimento de 5 я é maior ou igual 
UL 


ao módulo de qualquer uma de suas componentes (veja Exercício 4, Seção 6.4). 
Seja, agora, F = (F1, F2, ..., Fn) uma função de uma variável com valores 
em R: eseja L= (Ly Lo, ..., Ln) En; temos 


F (t) - L- (FÀ (t) - Ll, F2 (1) - L2, ..., Fn (t) — Ln). 
Do que vimos acima, resulta: 


ЇЕ () - Ll 9| Fi() - Li] (i= 1,2, ..., n). 


lim F (f) 


O próximo teorema nos diz que existirá se e somente 


> 10 


se existirem e forem finitos os limites das componentes Fi de F. Além disso, se, 


lim F;(f) = L; 


22 -=> š А 
рага і = 1, 2, ..., n, acontecer 0 , entáo 
lim F (0 = L= (Ly, L,, ..., En 
t— t I 


0 


Teorema. Sejam F = (F1, F2, ..., Ер) uma função de uma variável com 
valores em ne L= G4. Ly 4338 1) є n. Então 


lim Е() = <= lim F;( = L; i= 1,2,...,n. 


t> 10 t >to 


Demonstração 
Vamos provar primeiro a implicação 


lim F() 2L-» lim F;(t = L; 


t> 1 кезү, 


lim F()b=L 


De segue que 
t > to 
ї n | F (t) n L | = B... lado, para todo į = 
— 
de sl; 


| Fi(ġ- Li| <|| F ©- L|]. 


Pelo teorema do confronto, 


lim (F;(f) — L) = 0ou lim F;(t) = L; 


t> 10 t> 10 
lim F(D=L 
t> 10 


Reciprocamente, de і рага і = 1, 2, ..., n, 


segue que 


lim A (0— L) * (P (0— L2)? +...+(Е, () - Ln)? = 0 
1-1, 


e, portanto. lim ! К (1) => L ! w E. 

lim F(t) =L. H 
Ё-» 10 

ЕХЕМРІО 1. Ѕеја 
= sent >? 2 B. 
F (t) = £ ie 3) CY 


' = 
Calcule lim Е (1) 


г 0 
Solução 
lim F ()- =? + (im @+3))7= 7 +37. а 
150 150 150 
EXEMPLO 2. Seja Fº = (cos f sen f£, f) Calcule 
> 
. F (t + h) — F (t) 
lim 
һ— 0 h 
Solução 


> > 
2 tt | titia оез! sen (t + h) — sen f 1) 


h h | һ 

De 

š cos (t + h) — cos t А sen (t + h) — sen t 

lim — — — — — — = —senf e lim ——— — — — — = cost 
h50 h h50 h 
segue 

— > 

А F (t + h) — Е (t) 

lim — — — — — = (=sen f, cos t, 1). " 
h50 h 


O próximo exemplo nos diz que o limite de um produto escalar é igual ao 
produto escalar dos limites, desde que tais limites existam. 


— 


EXEMPLO 3. Sejam —-(F,F,.,F)e =(G ,G ,..,G ) duas 
F 1 2 n G ї 2 n 


funções de uma variável com valores em n. Suponha que 


| > -> 1 > > 
lim Е (= a e lim G()=b 

t— to t => fo 

onde 

— 


сә, 
а =(aj,.as,...,a,)e b =(by,b,,...,b,) 


. Mostre que 


| -» — > > 
lm F(05-G(f a:-b. 
бә, 


> > 
F (0- G (p = P, (p бү @) + F, (p) Ga (p) +... + F, (D G, (0. 


> > ы 5 
lim F (= a > lim F;( =a ¿=1,2,...,n. 
ә > > t> to 
lim G (= b= lim G;() = b;,i = 1, 
t> 10 t> 10 


N 


ӘЛ. 


Então 

> > 
lim F (0° G ()= lim Fj(0Gj() +... + lim А, (0 G, (1) 
t> to t> to t> 10 


> 
= agb, + asb, +... + a,b, r Б. п 


nn 


Definição 2. Sejam F:4— ne ty € A. Definimos: 


Fécontínuaemty= lim F (f) = F (to). 


t> 10 


Dizemos que F é continua em B C A se F for continua em todo t € B; 
dizemos, simplesmente, que F é contínua se for contínua em cada / de seu 


domínio. 
Do teorema anterior, resulta que F será contínua em (0 se e somente se cada 
componente de F o for. 


Exercícios 7.4 


1. Calcule 


> - fi - t-1 
a) lim F (t), onde F (0 = NEC 2;— 
t>1 i-1 t 


E 3 te 3 e? —1 
b) lim F (0). onde é = (22, E, e) 
t50 t t 


$ 
с) ша, = (t), onde r (t) = 
12 5-4 t—2 


2 Sejam 
“= > 
Е =(F,, Fa, Е), С = (GG, ..., Gp) 
duas funções de uma variável real a valores em B: e f uma funçào de 


uma variável real a valores reais. Suponha que 


lm F (t) = 
t — to т 
lim G()= be lim f()=L 


1910 t> 10 


— 


= (d. d», ..., Ay ); Ё = (b. b», ... TN 


Lreal. Prove: 


> > > > 
a lim [F (09 G (0]^ a + b 
E=} to 
— 
9, ип РО) Р =La. 
: fo => > 
c) lim F GA G (ə= a ^ b (n=3). 
I 1 
0 
. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 


> 0 =. > = 
а)Е()-11-44 j +3k. 
> 


= ; | - > 
ыы it ttl ј +ек. 


Ls F,G: ASR ef: А> В 


contínuas em 5 < Prove que 


= p Es tim t. n 
F + G ДЕ a F 2 Сеет uas em en = 


4 mm 


F 


жый é contínua em г . 
G 0 

3 3 Suponha 
:A— REG ASR 


lim F (й= Ое equell G (tll x M 


para todo t € 4, onde M > 0 é um real fixo. Prove. 


— - — - - 
a) lim Е()-0()-0 b) lim ЕЛ G()= 0 
t— to t >to 


Seja F : (а. 5| Эгч p" contínua. Prove que existe M > 0 


tal que pad / F em [a, b]. 
ПЕ Il = M 


7.5. DERIVADA 


Definição 1. Sejam F: A > ne to € A. Definimos a derivada de F em 10 


аЕ F(t) - F(to) 


— (to) = lim 
Í t — to k- fo 


desde que o limite exista. 


Se F admite derivada em 10, então diremos que F é derivável ou diferenciável 
em 10. Dizemos que F é derivável em B C DF se o for em cada г € B. Dizemos, 
simplesmente, que F é derivável ou diferenciável se o for em cada ponto de seu 
domínio. 


Teorema 1. Sejam F = (F1, F2, ..., Fn) e 10 pertencente ao domínio de F. 
Então, F será derivável em 10 se e somente se cada componente de F o for; 
além disso, se F for derivável em 10 


F'(to) = (F (to), Б (to), ..., Е, (to). 


Demonstração 


лэл Е 


Е (t) — Е (to) “| Ң (t)— A (0) Б (t)— Б (to) E, (t) — E, (to) | 
1-10 ; t— to 1—10 ) 


t— to 


.. F(t)- F (to) 
Pelo teorema da seção anterior, lim т 


t to 5-10 


existirá se e somente se existirem e forem finitos os limites 
mm R O-A (to) 
lim — = 1, 2, лут. Logo, F será 
t— 10 £— g 


derivável em 10 se e somente se cada componente o for. Teremos então: 


lim F(t)- F(to) _ lim H G 50) lim F, (t) — E, (to) 
әп t— to 1910 t= t> to t— to 

ou seja, 

F' (to) = (F (to), Б (to), ..., E, (to). Ё 


EXEMPLO 1. Seja E = {2 . Calcule 
F (t) = (sen 3t, e" 1) 


dF dF 
a) — (t b) — (0 
) d (1) ) dr (0) 
Solução 


А - (f) = (sen 30, (e? Y, (07) = (3 cos 3t, 216”, 1) 


ou seja, 


dE 
— (t) = (3 cos 3t, ate”, Ix 
dt 


25 
dF 


b) — (0) =G,0, 1). a 
EXEMPLO 2, Seja 
-у 7 нх é — 
. 4 —t 
r ()=f i +arctg2t J +e k 
Calcule. 
> gis 
r ah 
a) dr b) 5 
а аг 
Solução 
dr d d d 
r "ard = ZR 
d) —— = — (t^) i + — (arctg 2f) +— (е) 
й d 7 хэний Ци": 
E ida e 
BT > lé — 9 
b) gg ЭЕ a ^t К. = 


Seja, agora, F : A — Re e seja y € A. Geometricamente, vemos 


dF 


— (10) como um “vetor tangente” à trajetória de F, no ponto F (t ). 


dt 0 


EO F(to) é paralelo ao vetor F (t) — F (to) 


F (t) — F (to) 


Quando t— 10). —— tnd ао “vetor 
f — to 


t — fg 


tangente" 


(fg ) à trajetória de F em F (t ). 


dt 0 


Definição 2. Seja F : A > n derivável em lo com 
/ = 

dF (10) = 0 . Dizemos que 
dt 


tangente à trajetória de F, em F (10). Areta 


dF (t E um vetor 
d 


ХЕРО) + А (o). A € R 


denomina-se reta tangente à trajetória de F no ponto F (10). 


Areta tangente à trajetória de F no ponto F (10) é, então, por definição, a reta 


(to) 


passando pelo ponto F (t ) e paralela ao vetor tangente 
0 dt 


EXEMPLO 3. Seja F (t) = (cos t, sen p), t € р. Determine а equação da reta 


T 


tangente à trajetória de F no ponto F — 


4 


Solução 
B 42 J 2 42 
r(Z)= — a gar = (sen 1,cos f; assim, E (Z) = LIMES E 
4 2-2 dt dt 4 2 2 


T dF 7 
dt 


ou seja, 


[7 [2 [2 [2 
e» Aa 2 р R. " 


2 


Faça você o desenho da trajetória de F e da reta tangente. 


EXEMPLO 4. Seja F (1) = (t, t, 2). Determine a equação da reta tangente no 
ponto F (1). 


Solução 


F O = (, 141) dF — (1. 1,21) assim, 


dt 
dF 


— ( 1 ) = (1 1 2) A equação da reta tangente em F (1) 


IF 
X=F(D+A TOE R. 


ou seja, 


(х, у, 2) = (1,1,1)+А(1,1,2),А € R. H 


Teorema 2 Sejam 


т, q A iudi R deriváveis 


serão, também, deriváveis em 4 e 


Demonstração 


Faremos a demonstração no caso n= 3. 


a) =(F ,F ,F ); como fé uma função a valores reais 
F 23 


f) Fo -(QF ASOF (0,0) F (9) 
F 1 2 3 
para todo t € А. 


1 ә do. dies d 
Liso F @1= (Aure Rot 170) Bo A ro ROI). 
dt dt dt dt 


De 


£ FOF (0 ] = f£! () F) (D) + OFI (D 
d ; 
T LO Fo @1=/' 0) Fo) + fO Р 0 


d 

qc (0 F501— ОРО +/@ F4 (t) 
resulta: 

< [/@) F (0] —f'(0 (no. P(t), R(t) ШИ FD, BORO ] 


ou seja, 


> — 
b) F = (Е.Р. F) e G = (С.С. G3). 


> ә 
F + G = FIG) + 6) + РС. 


SIP. Ор SURGIA SEES + © [уб] 
НЬ. G¡+F; 49...05 Gi + Е, dG , 48 бу + Е dGs 
t dt dt dt dt dt 
Como 
— 
dF > ақ ар, ав 
mw бэ рүүл 3 


dt dt 


e 


dt dt 


3. аб _ = p, SA + p, dG dG; 
dt dt dt 3 d 


resulta 


> > > > 
FU+MAGU+MNF()AG() _ 
dt h50 h 


> > > > > > > > 
a F(t+h)A G(t+h)— F(t) AG(t+h)+ F(t) ^ G(t+h)- F(t) A С) 


h50 h 
Fath- Ра) = э Сба+т- с 
= im | FETO dar Pa 90 
n50 h h 
dF ge 


- ontot T (9^ 4€. 


ou seja 

> > dÈ > > © 
Z PAG) S EATA p АСЕ, a 
dt t dt 


EXEMPLO 5. Seja Р : A — [Dn derivável e tal que || Р DIl=k V r€ A, 


k constante. Prove que 


> dF 
F (o — (t) = 


para todo г € A. Interprete geometricamente no caso n = 2. 


ын pac лж 
IF (01 -4Е():Е) 


3 А > 3 
IF (015 = Е (1): F (t); 
ово, para todo € jd > , 
F (0: F (t) = K. 
3 2 | T | 0 
e £ . t = 
di [Е (1) (1) | 


dP э э dF 
— (0: F (O+ F (0): — (020 
dt dt 


€ como o produto escalar é comutativo 


ur 
2F (): LE - 0 


Portanto, para todo t € 4, 


So ИЕ 
Fo: Z (0-0. 
dt 


Assim, sendo II (1) || constante, os vetores 


— d F 
F ( t) ё--- (ty ortogonais. 
dt 


Interpretação geométrica no caso л = 2. Seja F ()=(F (0), Е (0); sendo || 
1 2 


F (0 || constante e igual a k (k > 0), a trajetória descrita por (F (0, F (0) 
1 2 
está contida na circunferência de centro na origem e raio k; como 
— — 
d F (t) tangente à trajetória, d F (t)** ser tangente à 


circunferência e deve, portanto, ser ortogonal ao vetor de posição F (0. 


Exercícios 7.5 


Я — Е 
Calcule d F а Е 
а dt^ 
=% Э -1 Э 
а) F (D = (3,е *, In (f + D). 


ala > P 

b) F (= Ve PA ў 331 k. 
> > > DE 
С) Е (0) —sen5t i +cos4t j —e ^ k 


2. Determine a equação da reta tangente à trajetória da função dada, no 
ponto dado. 


a) F (t) = (cost, sen t, De F zJ 
b) G (0 = (Ê, t) e G (1) : 


шинээ. 2 евро) 
f 


d) F (p = (t, P. t, P) e F (1) 


. Seja F definida no intervalo / e com valores em n. Suponha que / (1) 
> : 
= para todo tem Z. Prove que existe uma constante k = (k , k , ... 


1-2 
kp) € n tal que F (1) = k para todo tem /. 


` Seja 3 I intervalo, derivável até a 2.º ordem em Z. 


— 
F :I=R 


Suponha que exista um real tal que, para todo t em /, 
е 


а? = Prove que 


Ea = F (1) 
dt? 


— 


p: d F é constante em 7. 
F (t) A (t) 
dt 


` Suponha que 3 seja derivável até a 2.º ordem e 
:R— R 


que, para todo 1> 0, 


= r 
lr I= yt 


a) >» E Е 
> 
Prove que d Г d 1: =? d4 r 
— o —. F . — 
dt dt di” 
em [ 0, +00 [. 
b) ы — 
Seja 0 o ângulo entre = d^ д - Conclua дие 
е => 
dt^ 
т 
— =0= т 
2 
-» 


7 3 
Seja r definida em R com valores em R , € derivável até a 2.* 


e 1 
ordem. Prove que se a for constante em 
` r QA" 
dt 


-» 
гй 1? 3 q s 5 
Re (nA T = о "К 


3, 1 intervalo, derivável até a 2.º ordem. 


7 Sei > 
eja — 
г:1-8В 
шин 
Suponha que f" (0 forneça a posição, no instante г, de um ponto P que se 


move no espaço. Definimos a velocidade 1 (1) e a aceleração (7 (0) 
de P, no instante t, por: 


=> > = 


А 
= dr > dv агт 
v кте Aa a D=—(D= 2 0) 
t dt ES 
=> 
. Determine y (де (1 (0 sendo: 
- > > > 
97017 +2 JHAR b) r (0) = cost i +sent j +t k 
— — 
c) ES (0-7 m + NE onde "i e Ур serão dois vetores fixos em R. 
> 1 > > > 
d) r (0 = u + vt + — 1 0, onde m. Ур e ар são constantes. 
> 
Um ponto se move no espaço de modo que || Y (0 || = k para todo 1, 
onde k > 0 é uma constante. Prove que 


=> => 
(Ü) ` a (0 = 


0 para todo f. Interprete. 


— 


v (t) 


— 
Suponha || (0) || 40 para todo г. Faça ЗЭ? 


y v(t) 
— 
onde v (0 = || Y (0) ||. Prove que 
m 
— 
a) Te são ortogonais. 
— 


10. Seja 


> pt. к 
r (0 —acoswt i +bsenwt j’ 


onde a, b e w são constantes não nulas. Mostre que 


a 
t 

ч 

ә 


— 
i Жу 


` Sejam F e С definidas е deriváveis no intervalo / e com valores em 


р“ Suponha que para todo 
=> > 

d F GG. 

teL-—10- (0 
dt dt 

> 


n ue 
€ =(0Cg ЕИ "* 
— = 3 


p ага todo t oo 1. 
G = Е (0+ c” | 


Prove que existe um 


vetor 


` Determi E: bend 
etermine на < sabendo que 
= r (t) 
> 
dr > + > E dE d 
a— =ti+2ker()= i + j. 
dt 
ә 
аг > => > > E > > 
b) —— —sent і +cos2t j + —— k.t>0e r (0) = i — j+2 k 
dt ttl 
E 
dr 1 шэ ә э > 
с) = dE cbeU0 J FOR ө = ЕЁ. 
dt 1+ 4t 
. (Regra da cadeia.) Sejam 


— 
t— u (D. t€ Lu— Е ()&€ R'ucJ 


‚ funções deriváveis, onde / e J são intervalos em R Suponha que, para 
> 
todo t œ I, и ( o J. Prove que a função H dada por 


= => КЕТИК 
Н (0 ан Е (и (Ð). t E T. erivável e que 


— — 
dH dF du 


dt du dt 


— 


onde d F deve ser calculado em u = u (1). 


du 


14. Suponha 
= - > э > > 
ир (0) = соѕ 0 i + ѕепӨ j, ug (0) = —senÜ i +cos@ j 
— 


-» 
r @ф=р@) ug (00) com 0 = 0 (dep =p Ù 


deriváveis até a 2.º ordem num intervalo /. 


dp. do „ dp 
Notacáo : p = —, 0 = —, р = ——-. 
сана а dt 4 dt^ — 


Verifique que 


> > 


d . 
а) — [us (0 ] = 0 ug (0). 
dt | Р | 0 


- - 


1 : 
b) — [ug (0)1- -Өир (0) 
dt 


> шак T а 
c) v = рир + pOug. 
=> š «55 => s a ч "y 
d) а-1р-р(0у ]up + [2p0 + p0]uo. 
15. Seja F:1 n derivável em 10 Є Ге seja E (Af) o erro que se comete 


na aproximação do acréscimo “F (10 + Ar) — F (0) por “Р” (10) Af”. 


Prove que E (At) tende a mais rapidamente que At, quando At tende а 


E (A) 23 


zero, isto É, QUE a шш 0 . Prove, ainda, que para todo 


At 


E: — 1 сот 
a = 154 
> 


> : Е( + At) — F(t)] — a At > 
CAF Дш О аас 1! а М g 
450 Ar 


Observação. A função linear de R em R dada por At > F' (to) At 
denomina-se diferencial de Fem 10; F (10 + At) - F (10) = F' (10) At + E 


E (At) > 
(Monde Jim — = 0. 
Ar20 åt 


7.6. INTEGRAL 


£ <P < 


хээ р : (а, 5| яг" p função, P: a = E 


.. < tm = be, para cada i, i= 1,2, ..., m, seja ci um ponto de [ti — 1, ti]. O vetor 
m — 

Y, Е (GYAN 

i-1 


denomina-se soma de Riemann de relativa à partição P e aos pontos ci. 


m — 
Dizemos que y F (c; ) At; tende ao vetor 
= i=] 
П. quando máx Ati — 0, e escrevemos 
L ER 
1 m — — 
lim У; Е (c;) At; = L 
máx А; > 0 ;=1 
se, para todo € > 0 dado, existir д > 0 que só depende de €, mas não da 


particular escolha dos ci, tal que 


m — шиг 
рї Е (c;) At; = Ll<e, 
i=1 


para toda partição Р de [a, b] com máx Ati< б. 


O vetor E ‚ que quando existe é único (verifique), denomina-se integral 


> hi 
(de Riemann) de em [a, b] e indica-se por df. 
F F (t) dt 


a 
Assim, por definição, 
b — , m — 
F (t) dt = lim > F(c;)At; 
а máx At, >0;=| 


=> 


Seja F = (Fi, F5, 227 F,) definida em [a, b]. 


Deixamos a cargo do leitor verificar que F será integrável em [a, b] se e 


somente se cada componente de F o for; além disso, se F for integrável em 


a, b], entáo 

b > b b b 
| Fo -| | RO dt, | во dt, .... | F, (1) dt | 
а а а а 


Se F for integrável em [a, b] e E uma primitiva de F em [a, b] 
teremos 


b > — — 
F (t) dt = G (b) — G (a). 


а 


De fato: 


— 
de © 40 
dt dt 


então 


b b b b 
Í roa=|| ноа, | воа... | Д22 
а а а а 
= (G, (b) — G, (a), С (b) — С, (a), .... G, (b) — G, (a) 
> > 
= G (b) — G (a). 


EXEMPLO 1. Calcule 


ey es 
[ti +4j+ k]dt. 


Solução 
j s M MP. > > 1, үз 
- с ар 
fritas кта 4) + раа) ра) 

С 12 

poc ч 


EXEMPLO 2. Suponha F continua em [a, b]. Prove que 


b bl 
F (t)dt = | Е (t)||dt. 


а а 
Solução 
Sendo 


— 
нү 
[те 


— 
contínua em (4, b], || F || também será; logo, 


ПЕ (tdi ese 


m 


m =} 
X Fena- [° P (dt > || X FA 


b 
ын Í F (t)dt 
a 


assim, de 


m —> b — 
lim X F (с) М; = | F (1) dt 
a 


máx Ar, >0¡=1 
segue 


m 
2; rio ) At; 
i-l 


lim 
máx At; > 0 


Temos 


т — m —> 
Y F(c)At|& Y IF (c;)IAt;. 
i=l Танд 


т 


2, F (ci; ) At; 


= lim 
máx Аг; > 0 


< lim SFA; 


máx At, >0;=1 
b —> 

= | II F (гу аг 
а 


ou seja, 


b — b — 
Í F (dt «| 120172 " 
a a 


Exercícios 7.6 


1. Calcule 


б =} = 
o | [ti +e' j 14: 
0 


1 > 1 => > 
» | [sen 3t i + ~j + Ка 
= 1+? 
2 > ә > 
o | d] 4 БУЙ 
1 
2. Sejam 
= rJ Po =» ma E 
Е(0=11і + ј +е Кеб (ф= і +ј + к 
. Calcule 
1 5, Э 012 > 
o f (F (0 ^ G гуй » | (F (0- G (dr. 
0 0 


Seja F : [а, b] > R” contínua e seja 


- t > 
G (t) = | Р (s) ds, t € [a, b] 
0 


Prove que, para todo € [a, b], 


c 


1G > 
2 (0=E(0. 


dt 


* Seja F (1) uma força, dependendo do tempo /, que atua sobre uma 


partícula entre os instantes t e £ . Supondo integrável em [t , t ], о 
1 2 Е 12 
vetor 


РО dt 
h 
denomina-se impulso de F no intervalo de tempo [t , t ]. Calcule o 


impulso 5m F no intervalo de tempo dado. 


> > — „— 
a) F (07-11 + j +f'k,ti=0et = 2. 


> 
b) F (t) = 


el 


i =, 
Suponha que F (D seja a força resultante que atua, no instante /, sobre 


uma partícula de massa m que se move no espaço. Mostre que o impulso 


de no intervalo de tempo [t ,t | é igual à variação da quantidade de 


— 

F 1 2 

movimento, isto é, 

Ë > > > 
F (t) dt = mv — туу 

h 


> > 


onde são, respectivamente, as velocidades nos instantes t 


V2 e Y | 


t . (Sugestão: pela lei de Newt - 2 ) 
e t . (Sugestão: pela lei de Newton _ 5 
2 F (t=ma(t) 


7.7. COMPRIMENTO DE CURVA 
Seja / um intervalo em R Uma curva y em R- definida em 7, é uma 


função y: I — R- 


Uma curva em n, definida em 7, nada mais é, então, do que uma função 
de uma variável real a valores em n. Segue que tudo o que dissemos 


anteriormente aplica-se às curvas. 


EXEMPLO 1. Seja y (1) = (t, arctg 1), t € R uma curva em R: 


a) Desenhe a imagem de y. 


b) Determine uma curva Р р R? tal que уде Im y = Іт д. 
ó: R— 


Solução 


o Ix lf 
a) _ t€ К. 
y = arctg t 


A imagem de y coincide com a gráfico de y = arctg x. 


— п[2 


b) ó (D = (B, arctg 8), t € R 


Observação. Sejam 4 C теу:1— п tais que /т у= 4; é comum referir- 


se a y como uma parametrização do conjunto 4. Assim, toda curva y pode ser 
olhada como uma parametrização de sua imagem. O exemplo anterior mostra- 
nos que um mesmo conjunto pode admitir parametrizações diferentes. 

Nosso objetivo, a seguir, é definir comprimento de curva em n. Para 


motivar tal definição, trabalharemos com uma curva em Re Seja, então, y : [a, 
b] -| uma curva em Re Sendo P : a = to <t <i, = b uma 


partição qualquer de [a, b], indicaremos por L (y, P) o comprimento da poligonal 
de vértices PO = y (10), РІ = y (tl), ..., Pn = y (tn): 


H 
L (y. P) = i I| y (t) — y (t; = |) ll. 


Tomando-se, por exemplo, P : a = (0 < t1 < 2 < [3 < t4 < t5 = b, L (y, P) será 
o comprimento da poligonal de vértices PO = y (10), РІ = y (11), ..., PS = y (15). 


L (y, P) = Wy (t) — y (tg) l! + l! y (£5) — y (t) ll + ... + ll y (ts) y (Ep ll. 


Suponhamos у = (yl, y2) derivável em [а,Ь] e seja P : a= (0 < tl <... < tn = 
b uma partição qualquer de [a, b]. Temos 


@ у-у plo Yn- у) +19200) A 
т 


ү (4) = (Y, (t; ). Y, (t;)) 


YG-D=(Y, (1-1), (1-1) 


Pelo teorema do valor médio, existem t > е 1 ¿em]ú „t [tais que 
1 I =1 1 


Y) — Y (ti — po wm) tp 


Ү2 (t) — ya (f; — 1) = y2 (1) (t; = bj — 1) 
ou seja, 


Yi (t) — у (t - ) = МИ) Ав e у (1) – У (ti - D = yat) Ав, 


Substituindo em (1) vem: 


Пу) = yG; plo MP +[y2 At; 

"Раі 

© L(y, P) = y Үгү бә? +U GDP Ас 
Supondo y ! mi em [a, b], 

ГУ” (= MOL Qa» =* 


também, contínua em [a, b] e, portanto, integrável neste intervalo: 


n 


b | I 
Í Пу (Па = lim X ten? + (уз (с)? At; 
а 


máx Мм, -0(1-1 


Embora Ө, não seja soma de Riemann da função g (1) = || у (0 ||. t € [a, b], 


(por quê?) é razoável esperar que, para máx Ati > 0, L (y, Р) tenda a 


b 


Ily’ ( t) || dt (veja Exercício 12). Nada mais natural, então, do 
a 


que a seguinte definição. 


Definição. Seja y : [а, b] — n uma curva com derivada contínua em [a, 


b]. Definimos o comprimento L (y) da curva y por 


b 


L(y) = | Wy (DI at. 


a 


Observação. A definição acima estende-se para uma curva y: [а,Ь] > n 


qualquer, com || y” (0) || integrável em [a, b]. 


EXEMPLO 2. Calcule o comprimento da curva y (1) = (cos t, sen t, t), t € [0,27]. 
Solução 


y (t) = (—sen t, cos t, 1); Il у (0) Il = (sen t)? + (cos 02 +12. 


O comprimento da curva é 


27 2m , ! 
iy co dr = | 42 dt = 2m 42. 
0 0 
Seja ушпа curva em Re dada por 
x= yı (t) 
b =y() "Elab 
dx 


MX. dy , 
Dê —— - t AO t segue 
di yı (t) e 4 y2 (t) 


| 2 f 
( dx Y dy Y 
ГУ (0u-.|—]| *-|—]| ^ 
Y 6 (2) Fá 


então, o comprimento de y é: 


b | 2 сүй 
| (=) + 53 аг Se y for uma curva 
a \ dt dt 


em R: dada por 


х = y (f) 
y2(t) t€ [a,b] 
25-30) 


| 2 2 2 
b (ах dy z 
1-41241--141-1 dt. 
a V dt dt dt 
Suponhamos que uma partícula se desloca no espaco de modo que no instante 
t t € [0, b[, a sua posição seja dada, em forma paramétrica, por x = x(f), y = 
dx dy dz 
32226 
dt dt dt 


5(1) percorrido pela partícula entre os instantes 0 e г nada mais é do que o 
comprimento da curva descrita pela partícula entre esses instantes, ou seja, 


| 2 2 2 
tida (dyY (day 
s= ЇЕ Ч2| (E) dt. E 
0 W dt dt dt 
EXEMPLO 3. Uma partícula desloca-se no espaco com equacóes paramétricas 
x = x(t), y = у() e z = z(t). Sabe-se que, para todo t, 


е 
Il 


y(f) e z = z(f), com contínuas. Então, o espaço s = 


Sabe-se, ainda, que — 2 e que no instante t = 0 a partícula 


encontra-se na origem. 


a) Qual a posição da partícula no instante 1? 

b) Quala velocidade escalar da partícula? 

с) Determine o instante Tem que a partícula volta a tocar o plano xy. 
d) Qual o espaço percorrido pela partícula entre os instantes 0 e 7? 


Solução 
a) E >x=42 t+ kde х= 0 para t = 0, Ki = 0 e, então, x = 2 t. 
De forma análoga, y — I4 Ё 
42, 
А 
4: dz 
5 =—2 =—2t+ ka = z=—t2 + kt + ka 
а а 
dz 
; das condições z = 0 para f = = 0 e — = 2. resulta z = —t 


dt |,— 


+ 2t. Assim, no instante га posição da partícula é 
x=t2 
y=tw 2 
=—? +21. 


» ds 
251440 22-28. ы хь 
dt 
as | 
—-2414 (2-10. 
dt 
c) z= 0 @ —@ + 21= 0 € t- 0 ou #= 2. Portanto, T= 2. 
а) 2 ра 
s(2) = 2 41 + (2 — t)* d ; fazendo 2-1 = tg 
0 


u, dt = —sec2 и du, и = arctg 2 para t= 0 e и = О para t = 2. Fazendo 0 = arctg 


0 0 
s(2)=-2| sec? u du=2| sec? u du. 
0 0 
Integrando por partes, e levando em conta que tg 0 = 2 e sech = y & ‚ vem 
s(2) = tg8 sec 0 + кесе + t26| = 24/5 + In(2 + 45). " 


Exercícios 7.7 


1. Calcule o comprimento da curva dada. 
а) y (f) = (t cos t, tsen t), t E [0,27]. 
b)y(-Qt- 1,t+ 1),t € [1,2]. 
c) y (1) = (cos t, sen t, e—t), t E [0, z]. 
d) y (t) = (e-t, cos t, et sen t, e7t), t € (0, 1]. 
e) y (0) =(t,In1), t € [1, е]. 
7 7:[0,7] [H2 dada por x = 1 — cos t, y = t— sent. 


8) 


(e +e ,хЄ-1,0| 


(Observação: trata-se da curva у dada рог x = + 
‚ = t "E = 
y= (€+e )comte[-1,0] 


2. Dê exemplos de curvas y e ó tais que Im y = Im ó, mas que seus 
comprimentos sejam diferentes. 


3. Sejam y : [а, b] ^ пед: [c, d] > R duas curvas com derivadas 


contínuas. Suponha que exista g : [c, d] — [a, b], com derivada contínua е 


tal que g' (u) > 0 em [c,d]. Suponha, ainda, g (с) = a, g (d) = b e, para 
todo u € [c, d], ó (u) = у (g (u)). Prove: 


a) Im y= Im ó 
b) L() = L (ó) 


Observação. Se as curvas ó e y estiverem relacionadas do modo acima 
descrito, entào dizemos que a curva ó é obtida de y pela mudança de 
parâmetro t= g (u) que conserva a orientação. 

4. Dizemos que uma curva ó : [a, f] — B com derivada continua, está 


parametrizada pelo comprimento de arco se || ó' (s) || = 1, para todo s € 
[a, B]. Verifique que cada uma das curvas abaixo está parametrizada pelo 
comprimento de arco. Interprete o parâmetro s. 


а) ë (з) = (coss, sens), sz 0 


b) 6 (5) = | R cos > R sen 5) s=0,onde R > 0 é um real fixo. 


с)8(5) = (53) s>0. 


5. Seja y : [a, b] — || Un, com derivada contínua, e tal que || у (0 || 40 em 
la, b] Seja s : [ag b] > R dada por 


t 
s (0) = ly GOM du 


a 


a) Verifique que a função s = s (1) é inversível e seja t — t (s) sua inversa. 
b) Verifique que a curva ó : [0, L] > n (L é o comprimento de y) dada 
por 


д (5) = y (t (s) 


está parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que д é a 
reparametrização de y pelo comprimento de arco. 


6. Reparametrize pelo comprimento de arco a curva y dada. 


a) y() = (21+ 1,3t- 1),1>0. 
b) y ( = (2 cos t, 2 sen 1), t> 0. 
c) y (1) = (cos t, sent, 1), t> 0. 

d) y (0 = (et cos t, el sen 1), t> 0. 


Seja нә? uma curva derivável até a 2.º ordem, com || у (0 || #0 


t 
no intervalo /. Seja Y == Illy ll du.:9 £u: 
to : 0 
= Y (1) 


fixo em /. Sejam, ainda, T (t) = ———A—Vho0 versor de y 
Il y" co! 
эв = = 
(де t (s), dada por t (s) = T (0), onde г= t (s). Mostre que 


> 


dT 40157201 — 4016 2МО015207 
а) (s 3 Я 
а Ily CO IP 
dt "(ly (О? — 01650150 
b) (y) = 120 YO! YOSOY LL rg, 
ds Тул 
5 ES > Р - - 
dt dt dt y Шу” СО! Y CODE — Cy" (0) * y (097 
с) (=) |= +! (5) + (5) = 3 y 
ds Vas ds тута 
onde t = t (s). 
— 


Observação. O número k (s) — — (s) 


denomina-se curvatura da curva y no ponto y (f), t= t (5). Se k (s) 40, о 


número p (5) = ————еогайо de curvatura de y em y (t), t 


k(s) 


= t (s). A motivação geométrica para tal definição é a seguinte: para As 
suficientemente pequeno o trecho PQ (de comprimento As) da curva у 
pode ser olhado como um arco de circunferência de centro 0 e raio p 
(s) (aproximadamente). Sendo A0 (radianos) o ángulo entre os vetores 


t 


POQ. 


го) Q T(s+ As) 


(5) e (s + As), segue que Ad será, então, a medida do ángulo 


- - 
Аб = 11 ғ (s+ ås)— t (5) 11. 


Temos: 


ә > 
1 1|(:(5-А85-1(5) 


Aszp(s))A0 ou — = 


pG) As 


8. Calcule a curvatura e o raio de curvatura da curva y (f) = (R cos t, R sen t) 
(R > 0 fixo). 


9. Sejay:1 ->Re parametrizada pelo comprimento de arco (isto é: || y" (s) 
|| = 1 para todos € 7). 


a) Verifique que, para todo s € /, k (s) = || y” (s) ||, onde k (5) é a 
curvatura em (s). 


b) Prove que se k (s) = 0, para todo s, então y é uma reta. 


10. Uma partícula move-se no plano de modo que no instante / sua posição 
seja y (0. Suponha que, para todo t, 
— — 


Пу (0ll#0(v (D=yY(De "' 
НЭЭ 


E Y ( t ) onde = Prove 
Du — “(рү vogal 
v (t) 


a) => 
= d T sào ortogonais. 


5-3 lv > y? > 
é — 
a = — T + — П. onde n é o versor de 


dt р 


o raio de curvatura de yem у(ї). 


ep=pli) 
di 
11 Seja y: [a, b] > 2 uma curva com derivada contínua e com 


componentes yl е y2 (y = (yl, y2)). Seja P : a = t0 < tl < 02 <... < tn = b 
uma partição qualquer de [a, b]. 


a) Prove — que quaisquer que sejam 


ti, tj €[t; pt] G = 1,2,..., n) 


tem-se: 

а (2 бу к [лә "s em 

У ln ӘР +[y2 @)] At — > [уч +[y2G;)F Ar |< 
i=1 i=l 


= Š Iy) = DI Ас. 


і=1 


Sugestão: utilize a desigualdade 


Ia? +b? — Ja? +? |= lb — cl. 


q 


Sejam С; e E; os 
, 


respectivamente, de em [ti 
р У? [ 
de 


b) ai ЭР 
pontos de mínimo e de máximo, 


,1]. Prove que 
i 


n ‚ = y; ei n ‚ = п ES 
У ly2 (t) — y2(t)| At; S У y (с) Atj — X ya (ci) Ас 


i=l i=l i=l 


c) Prove que 


n LA ‚=, ь 
lim үу GP. +15 GP Ar; = | ILy' C dr. 
n 


máx Ar 0 1-1 


n ‚= NER b... 
Sugestão : lim E (ci) At; = lim E у2(с) Ar, = | y2 (t) dt. 
máx А > 0;=1| máx At; 20 j—1 a 


8 
FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES REAIS 


Amaioria das relações que ocorrem na física, economia e, de modo geral, na 
natureza é traduzida por funções de duas, três e mais variáveis reais; daí a 
conveniência de um estudo detalhado de tais funções. 

Neste capítulo e nos seguintes daremos ênfase ao estudo das funções reais de 
duas variáveis reais, e o leitor não terá dificuldade em generalizar os resultados 
para funções de mais de duas variáveis, já que não há diferenças importantes. 


8.1. FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS REAIS А VALORES REAIS 

Uma função de duas variáveis reais a valores reais é uma função f: 4 — R 
onde 4 é um subconjunto de р: Uma tal função associa, a сайа par (х, у) € 
A, um único número f(x, у) Є R O conjunto 4 é o domínio de f e será 


indicado por Df. O conjunto 


Inf- fay) eli» e pa 


é a imagem de f As palavras aplicação e transformação são sinónimas de 
função. 


ftransforma o par (x, у) no número f(x, у). 
Por simplificação, deixaremos, muitas vezes, de especificar o domínio, 
ficando implícito, então, que se trata do “maior” subconjunto do Re para o qual 


faz sentido a regra em questão. 


EXEMPLO 1. Seja /а função de duas variáveis reais a valores reais dada por 
ЕТУ 

f (x, y) = | 
х-у 


pares (x, у) de números reais, com x Zy, isto é: De: (x, y) € Reir +» Esta 


Try 
-у 


. O domínio de fé o conjunto de todos os 


função transforma o par (x, y) no número real 


EXEMPLO 2. Seja fa função do exemplo anterior. Calcule 


a) 70, 3) 
b)f(a+b,a— b) 


Solução 


paz 
Brakha pe Р гр 0. . 
atb-—(a—b 


Solução 


O domínio de fé o conjunto de todos os pares (x, у), соту - x>0e 1-y > 
D= (ху) © [}2!›>хеу<1). 


EXEMPLO 4. Seja fa função dada por 


(x, y) © z onde z = 5x2y — 3x. 
O valor de fem (x, y) é z = f(x, у) = 5x2y — Зх. Na equação acima, x e y estão 


sendo vistas como variáveis independentes e z como variável dependente. 
Observe que o domínio de fé “Їр 


EXEMPLO 5. Represente graficamente o domínio da função w = f (u, v) dada 
por 


u2 + v2 + w2 = 1, w>0. 
Solução 
2 2 2 | ? 2 
и tv tw —-lwz0-w-w4l—u^-—v*. 
Assim, Fá é a função dada por 


А | p) 2 - 
f (u, у) — 41 i и — y^: Seu domínio é o 


conjunto de todos (u, у), com 1 — u2 — v2 >0. 


1-12-у2209 и2 + у2<1. 


O domínio de fé о círculo de raio 1 e centro na origem. 


y 


EXEMPLO 6. Represente graficamente o domínio da função z = f(x, y) dada por 
! 9” 
Z= y — x“: 


< 


Solução 


D= (су) © [2-2 >0};у-х2>0Фу>х2. 


per y 
1 
- - 
[E 
Р = (x, y) pertence a Q — (x, y) nào pertence a A região hachurada representa 
Dy. pois y > x^. Dy. pois y < X°. o domínio de f. . 


EXEMPLO 7. (Função polinomial.) Uma função polinomial de duas variáveis 
reais a valores reais é uma função f: Re > R dada por 


ү үү = „тп 
FG у) = > Amt У 
т+п=р 


onde р é um natural fixo е os атп são números reais dados; a soma é estendida а 
todas as soluções (m, n), m e n naturais, da inequação m + n <p. 


ad 2 бу 
o Р(х, у) = Зу — —xy+ ч 26 


- 
uma função polinomial. 


b) f(x, y) = ax + by + c, onde a, b, c são reais dados, é uma função polinomial; 
tal função denomina-se função afim. 
ч 


EXEMPLO 8. (Função linear) Toda função f: R: > R dada por 


Јо, y) = ах + by 


onde a, b são reais dados, denomina-se função linear. Toda função linear é uma 
função afim. 


EXEMPLO 9. (Função racional.) Toda função f dada por 


p(x, y) 
q(x, y) 


onde p e q são funções polinomiais, denomina-se função racional. O domínio de / 


é o conjunto D = [(x, у) € R: 14 (x, y) #0}. 


J G, y) = 


| xt y 
a) f (x. y) = —  — é uma função racional. Seu domínio é: 
Mum y 
De {ку E | хє. 


b) 8 (х, У) — A is é uma função 


EXEMPLO 10. (Função homogénea.) Uma função f : A — р. АС Re 


denomina-se função homogênea de grau À se 
fx, ty) = Ú f G, y) 


para todo t> 0 e para todo (x, y) € A tais que (tx, ty) € A. 
a) f(x, y) = 3x2 + 5xy + y2 é homogênea de grau 2. De fato, 


Гах, ty) = 3 (ix)2 + 5 (tx) (ty) + (1y)2 = 2 (3x2 + 5ху + y2) 


ou seja, 


ftx, ty) = 2 f(x, у). 


x 
b) m 


f(x y) = 


Xe y é homogênea de grau — 1. 
2 Э 
LFI 


De fato, 


х 


txe Y 
f (tx, ty) — SE 
t^ (x^ + у?) 


c) f(x, y) = 2x + y + 5 não é homogénea. (Por qué?) 


= t`! f (x, y). 


m 
Exercícios 8.1 
1. Seja f(x, y) = 3x + 2y. Calcule 
аа. =) 5) уа, x) 
f(x + h, у) = f (x. y) fo. y +Kk)- f(x, y) 
Y s d) —— 
h k 
Gy 


2. 
sj (A, y) = ——— 
zd 2ў 


a) Determine o domínio. 
b) Calcule f(2u + v, v — u). 


3. Represente graficamente o domínio da função z = f(x, y) dada por 


2 А x—y 
axty-ltz-0.z-0 DÍ у) = == 
ү1—х = у? 
^ 2.2 
с) 2= үу х + y2x-— y d)z = ln (2х + уг — 1) 
ө +4= + уу: p = xt Iyl 
xy 
gi +y + =1,2=0 h)z= А 


sen X — sen y 
Seja f: Re > R uma função linear. Sabendo que f (1, 0) = 2 e f (0, 1) = 
3, calcule f (x, y). 


Verifique se a função é homogênea. Em caso afirmativo, determine o 
grau de homogeneidade. 


3 2 
P x° + 2ху? 5 | 
a) f(x, y) = : b) (х, у) = үх + yt 
-у 
: 2:3 4 > 2 
с)](х,у)=5ху+х +3 Фуру) = ——— 
x? + y? 


Suponha que f: Re > R seja homogênea do grau 2 e f(a, b) = a para 
todo (a, b), com a2 + b2 = 1. Calcule 


a) fa. 
34 P 1 
f (443, 4) 
b) 7(0, 3) 
c) f(x, y), (x, y) (0,0) 
Seja f: Re > [H homogênea e suponha que / (a, b) = 0 para todo (a, b), 
com a2 + b2 = 1. Mostre que f(x, у) = 0 para todo (x, у) £(0, 0). 
Seja g : [0, 27] — uma função dada. Prove que existe uma única 
função f: 2- , homogénea de grau 2 #0, tal que, para todo a € (0, 


2л [,f(cosa, sen a) = g (a). (Observação: o Exercício 8 nos diz que uma 
função homogênea fica completamente determinada quando se 
conhecem os valores que ela assume sobre os pontos de uma 
circunferência de centro na origem.) 


8.2. GRÁFICO E CURVAS DE NÍVEL 


Seja z = f (x, у), (x, y) € А, uma função real de duas variáveis reais. O 
conjunto 


G= (e »2€ B |z= fG;, y), (х,у) € 4) 


denomina-se gráfico de f. 

Munindo-se o espaço de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o 
gráfico de f pode então ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto 
(x, y, f(x, y)), quando (x, y) percorre o domínio de f. 


— A d 


(x, y) 


A representação geométrica do gráfico de uma função de duas variáveis nào 
é tarefa fácil. Em vista disso, quando se pretende ter uma visão geométrica da 
função, lança-se mão de suas curvas de nível, cuja representação geométrica é 
sempre mais fácil de ser obtida do que o gráfico da função. 

Sejam z = f(x, y) uma função e c € Im f: O conjunto de todos os pontos (x, 
y) de Df tais que f (x, у) c denomina-se curva de nível de f correspondente ao 
nivel z = c. Assim, fé constante sobre cada curva de nível. 

O gráfico de f é um subconjunto do B: Uma curva de nível é um 


subconjunto do domínio de f, portanto, do Re 


EXEMPLO 1. O gráfico da função constante f(x, y) = k é um plano paralelo ao 
plano xy. 


x 


EXEMPLO 2. O gráfico da função linear dada por z = 2x + y é um plano 


passando pela origem e normal ao vetor = (2,1, 1): 


2=2x+y 9% 2x+y-z=00 (2, 1,- 1): [(x, y, z) — (0, 0, 0)] = 0. 


Tal plano é determinado pelas retas 


x=0 y=0 
2x 


P — ) 7 
у 1, 2Х. 


1 
! 


Observe que 


гч 
lI 
E 


y=0 


é uma reta situada no plano yz, - е está situada no plano 


Z=2x 


х2. 


EXEMPLO 3. O gráfico da função айт / айа por = ах + by + c é um plano 


=> 
normal ао vetor _ = (a, b, — 1). Tal plano é determinado pelas retas 


х= "P ын 0 ë 
z=by+c z = ax + c. 


EXEMPLO 4. Desenhe as curvas de nível de f(x, y) = x2 + y2. 


Solução 


Observamos, inicialmente, que a imagem de fé o conjunto de todos os reais z 


> 0. Seja, então, c > 0. A curva de nível correspondente a z = c é 
ГО, y) = c ou x2 + y2 = c. 
Assim, as curvas de nível (c > 0) são circunferências concêntricas de centro na 


origem. Sobre cada curva de nível х2 + y2 = с a função assume sempre o 
mesmo valor с. A curva de nível correspondente a c = 0 é o ponto (0, 0). 


п 
EXEMPLO 5. Esboce o gráfico de f(x, y) = x2 + y2. 
Solução 
A interseção do gráfico de / com o plano x = 0 é a parábola 
5 localizada no plano yz. Por outro lado, a interseção do gráfico 
= wo 
<, Ë 
de f com o plano z = c (c > 0 é a circunferência 


9 ^ de centro no eixo z e localizada no plano z = c. 


Assim, o gráfico de f é obtido girando, em torno do eixo z, a parábola 


( 
. (Por qué?) 
Z = у? 


O gráfico de fé um paraboloide de rotação. Observe que a curva de nível f(x, у) 
= c nada mais é que a projeção no plano xy da interseção do gráfico de / сот o 
planoz=c. 


x? 
Observação. O gráfico da função dada por Z = IL = (а 
а? b2 


> 0e Ь> 0) é uma superfície denominada paraboloide elíptico. Se а = b, temos о 
paraboloide de rotação. 


1 
2 2 
х=+ у= 


EXEMPLO 6. Seja fa função dada por Ё = 


a) Determine o dominio e a imagem. 
b) Desenhe as curvas de nível. 
c) Esboce o gráfico. 


Solução 
a) D= (у) € Re | (х,у) # (0, 0)} e Im f= {z € R iz» 0}. 
b) A curva de nível correspondente a z = c (c > 0) 6 
l 2 2 1 
5 =c oux +y =-. 
x^ + ү C 


As curvas de nível são então circunferências concêntricas de centro na origem. 
Quando с tende a +e, о raio tende a zero. Por outro lado, quando с tende a zero, 
o raio tende a +оо, 


c) O plano x = 0 intercepta o gráfico de f segundo a curva 1 


ү 
Para cada c > 0, o plano z = c intercepta o gráfico de f segundo a circunferência 
1-0 
” 9! 1 . O gráfico de f é obtido, então, girando em 
X“ + y“ = — 
c 


torno do eixo z, a curva 


"4 


EXEMPLO 7. Considere a função fdada por 2 = 


х 


х-1 


a) Determine o domínio e a imagem. 
b) Desenhe as curvas de nível. 


Solução 


а) O dominio é o conjunto de todos (x, y), com x £1. De f(2, у) = y, para todo y, 
segue que a imagem de fé R Assim 


D;= (y e 2 I| x # 1) e Imf=R. 


b) Para cada c real, a curva de nível correspondente a z = c é 


, 


c=—— ou y 2c(x — D (x #1). 
x=] 


Cada curva de nível de fé então uma reta que passa pelo ponto (1, 0) e “furada” 
neste ponto. Como é o gráfico de f? (Sugestão: pegue cada curva de nível de fe 
coloque-a na altura z = c respectiva.) 


Sejam 2 = f(x, у) uma função e 4 um subconjunto de Df. Seja (x0, y0) € A. 
Dizemos que /(х0, у0) é o valor máximo (resp. valor mínimo) de fem А se para 
todo (x,y) E 4 


FG y) 5700, y0) (resp. f(x, у) 2/(x0, y0)). 


Diremos, então, que (x0, y0) é um ponto de máximo de fem A (resp. ponto de 
minimo). 


EXEMPLO 8. Sejam f(x, y) = 2x + y e А o conjunto de todos (x, y) tais que х2 + 
y2 = 1. Raciocinando geometricamente, determine, caso existam, os valores 
máximo e mínimo de fem 4. 

Solução 


Para cada c real, a curva de nível de fcorrespondente a z = c é a reta 


O с= 2х + у. 


c máx 


с decresce 


^ 


c min 


Indicando por c o valor máximo de fem 4, a reta para z = c deve 
máx máx 


ser tangente à circunferência. (Por quê?) Da mesma forma, para z = cmín a reta 
deve ser tangente à circunferência. Vamos então determinar c para que a 


reta (1) seja tangente à circunferência. Devemos determinar c de modo que o 


sistema 
Ч 9 
xº + yo] 
2x+ y=c 
tenha solução única. Substituindo y = c — 2x em x2 + y2 = 1 obtemos 
х2 + (c — 2х)2 = 1 ou 5x2 – 4сх + с2 1 = 0. 


Para que о sistema tenha solução única, о discriminante deve ser iguala zero: 


16с2-20(с2-1)-0 


ou seja, 


с= +45. 


Assim, y s é o valor máximo de fem 4 e TA 5 o valor mínimo. Vamos, 
- 


~ 


agora, determinar os pontos de máximo e de mínimo. O ponto de máximo é o 


N 


í : В ж А 
ponto em que a reta 2x + y = , | 5 tangencia a circunferência. Tal ponto é a 
- 


solução do sistema 


2x+ у= 45 х-2у-0 
х-2у-0 ! 


onde x — 2y = 0 é a reta que passa pela origem e é perpendicular a 2x + y = 


245 «5 
5 э 
245 45 


cargo verificar que — — — —  — ———ə é o ponto de 
` 


5 5 


! 5 . O ponto de máximo é: ‚ Deixamos a seu 
~ 


N 


mínimo. 
O próximo exemplo será utilizado posteriormente. 


EXEMPLO 9. Seja 


2ху? 
FO, у) = -z > G, y) + (0,0) 
> “ийн ай | 
a) Desenhe as curvas de nível de f. 
b) Determine a imagem de f. 


Solução 
2xy2 
a)Sec=0, ——— = 0 < x=0ouy=0. 
x“ Py 
Para c #0, 
2xy2 2 2 4 2 2 4 
— =e e2xy = cx” + су @ cx“ — 25у + су = 0. 
х? + уќ j ^ I ` 


Resolvendo em x obtemos 


2у2 + [дуї – 4с2у+ d+ le, 
х= A = ———— y*.(-1=<c=<1,c #0). 
гс c 


De passagem, observamos que a imagem de fé o intervalo [— 1, 1]. (Por quê?) O 
valor máximo de fé 1 e é atingido em todos os pontos, diferentes de (0, 0), da 
parábola x = y2 (с = 1). A curva de nível correspondente ac £0,- 1 < c < 1, é 
constituída de todos os pontos (x, y) + (0, 0) que pertencem ou a 


Ї ^? 
1+ Jl — c“ 
p= ханы сэр у? 
C 


oua 


c>0(0<c<1) 1-41-с 


Observe que, à medida que c vai se aproximando de zero, a parábola de “fora”, 
f 


1--41--62 
vimm N y2 vai “abrindo” cada vez mais, 
C 


1ч 


2 vai “fechando” cada 


y 


enquanto 2, __ 
Ao = 


~ 


vez mais. O valor mínimo de fé — 1 e é atingido em todos os pontos, diferentes de 
(0, 0), da parábola x = —y2. Para ajudá-lo a visualizar o gráfico, vamos estudar, 
com auxílio das curvas de nível, a variação de f'sobre a reta x = 1; o que vamos 
fazer, então, é estudar a variação de /(1, у) quando у varia em R: quando y 


varia de — Іа 0, f (1, y) decresce, passando do valor 1 em (1, — 1) para o valor 0 
em (1, 0); quando y varia de Оа 1, f(1, y) cresce, passando do valor 0 em (1, 0) 
para o valor 1 em (1, 1); /(1, y) é crescente em ]- oo, — 1] e decrescente em [1, 
+ oo[. Observe que /(1, y) tende a zero para y > + © ou y > ~o. 


A próxima figura mostra a interseção do gráfico de f com o plano x = 1. 
Sugerimos ao leitor desenhar a interseção do gráfico de f com o plano x = х0, 
onde x0 £ 0 é um real qualquer. 


Deu para ter uma ideia do gráfico de /? Desafio: tente desenhar ou fazer uma 
maquete do gráfico. 


b) Im f= [— 1,1]. 


Para finalizar, observamos que a denominação curva de nível varia de 
acordo com o que a função /тергевеша. Por exemplo: se fé uma distribuição de 
temperatura plana, (f(x, у) é a temperatura no ponto (x, у)) as curvas de nível 
denominam-se isotermas (pontos de mesma temperatura); se / é a energia 
potencial de um certo campo de forças bidimensional, as curvas de nível 
denominam-se curvas equipotenciais etc. 

ч 


Exercicios 8.2 


1. Desenhe as curvas de nível e esboce o gráfico. 
а) f(x. y)=1- x2- y2 
b) f(x, y) = x + Зу 
с) z= 4х2 + y2 
d) f(x, y)=1+x2+ y2 
е)ут=х+у+1 


p 


g (x, y) = yl — х? — у? 


g) f(x, у) = х2,- 1<х<0еу>0 


h) f(x,y)=1-x2,x>0,y>0ex+y<1 
D pus = 
ES 1.2 ? 
Z= yx +. y 
h) z=(x-y),x>0ey>0 
I) z= f(x, y), dada por x2 + 4у2+ 22 = 1,220 


m) 1 2 2 

fx y) = — X+y<l 
E | 8) э . 
ү1—х?— y? 

n) z= arctg (x2 + y2) 

0) fe, y) -x,x 20 

p) Г 2 » = =? 2 2 

¿=1-— yxi2+y, ЖЕ a. 

4) f(x,y) = sen x, 0 <x <m, y 20 

r) f(x,y)=xy,0<x<1,0<y<l 

. Desenhe as curvas de nível e determine a imagem: 

a) fe, y) = x - 2y 

b) y 


7 
< 


Л Јо, у) = x2 — y2 
g) 2= 4х2 + y2 
h) z = 3х2 – 4xy + y2 


i) х 2 


га 
ә 


D Xy 
2 2 
EE Es 


3. Desenhe as curvas de nível e esboce o gráfico da função 


9 


Де, у) qo? у? + (= 02 + y. 


4. Determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de f em 4; 
determine, também, os pontos em que estes valores sáo atingidos. 
af y) =a- D +y- + зед = R? 
b)f (x, y) =хуеА = Rê. 
Of y) =xye A= (0, у) € R'Ix20eyz 0]. 


d)fG y) = —" e A = [(x у) E Rai у) # (0,0). 
кеу 


б/у) = 2+ уед = (x y Є В1х+ 2y= 1). 


(Sugestão: observe que g (y) = f (1 — 2 
x+2y=1) 


y), y € R, fornece os valores de f sobre a reta 


fa y=2- ya? +y ед = R. 
Dfa у) =хуеА = [(x, y) Є R2 42 +y =1,y=0). 
5. Raciocinando geometricamente, determine, caso existam, os valores 


máximo e mínimo de fem 4, bem como os pontos em que estes valores 
são atingidos. 


a) f(x, у) = 2х + у + 3 е А о conjunto de todo (x, y) tais que x 20,у20сх 
+у<2. 


f(x, у) = x + y e А о conjunto de todos (x, y) tais que x 20,у20,х + 2y 
b) <7,2х+ух5еу>х-1. 


c) qua 
f (x, y) = ———— z A o conjunto de todos (x, y) tais 
E 
que – I<x<0el<y<2. 
d) . 2 2 
Fx y) = ————-e4ocírculo(x 3) +(у-1) «1 


x —] 


Um ponto P descreve uma curva sobre a superfície z= xy de modo que a 
sua projeção Q sobre o plano xy descreve a curva x = 5 -,у= 2 + 3 ег 
— 0. Determine as alturas máxima e mínima (em relacáo ao plano xy) 
quando f percorre o intervalo [0, 4]. 


Um ponto P descreve uma curva sobre o gráfico da função f(x, y) = x2 + 
y2 de modo que a sua projeção О sobre o plano xy descreve a reta x + y = 
1. Determine o ponto da curva que se encontra mais próximo do plano xy. 
(Desenhe a trajetória descrita por P.) 


Э 
X 
Seja f( y y) = —— r M Desenhe a imagem da 
ja f(x, y) = = 8 


X - EH у“ 
curva y (1) = (х (0, y (D. z (0) onde x = R cos t, у = R sen te z = f(x (1), у 
(2) (R > 0). Como é o gráfico de f? 


Mesmo exercício que o anterior para a função 


x - 
fx. y = —— 


x2 + у? 


Sejam f (x, y) = xy e y (À = (at, bt, f (at, bt)). Desenhe a imagem de y 
sendo 


a)a-0eb- 1. 
b)a-leb-l. 


c)a-leb-0. 
d)a--leb-l. 
11. Como é o gráfico de f(x, y) = xy? 


12. Suponha que T (x, y) = 4x2 + 9y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy: T (х, у) é a temperatura, que podemos supor em 
*C, no ponto (x, y). 
a) Desenhe a isoterma correspondente à temperatura de 36°С. 
b) Determine o ponto de mais baixa temperatura da reta x + y = 1. 

13. Suponha que T (x, y) = 2x + y (°С) represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy. 
a) Desenhe as isotermas correspondentes às temperaturas: 0°C, 3°C e — 

IC. 


b) Raciocinando geometricamente, determine os pontos de mais alta e 
mais baixa temperatura do círculo x2 + y2 € 4. 


14. Duas curvas de nível podem interceptar-se? Justifique. 


8.3. FUNÇÕES DE TRÊS VARIÁVEIS REAIS A VALORES REAIS. 
SUPERFÍCIES DE NÍVEL 


Uma função de três variáveis reais a valores reais, definida em 4 € BR é 


uma função que associa, a cada terna ordenada (x, y, z) € 4, um único número 
real w = f(x, y, z). O gráfico de tal função é o conjunto 


G, = ((х, y, z, w) € R! |w = f(x, y, 2), у, 2 € A). 


O gráfico de f é então um subconjunto do Нь não nos sendo possível, 


portanto, representálo geometricamente. Para se ter uma visão geométrica de tal 
função, podemos nos valer de suas superficies de nível. Seja c € Im f o conjunto 
de todos os pontos (x, y, 2) € A tais que f(x, y, z) = с denomina-se superficie de 
nível correspondente ao nivel w = c. 


EXEMPLO 1. Seja / (х, у, 2) = у. Para cada real с, a superfície de nível 
correspondente a w = c é o plano y = c. 


EXEMPLO 2. As superfícies de nível de f(x, y, z) = х2 + y2 + 22 são superfícies 
esféricas de centro na origem 


x2 + y2 + z2 = c. 


A superfície de nível correspondente a c 0 é o ponto (0, 0, 0). 


m 
Exercicios 8.3 
1. Represente geometricamente o dominio da função dada. 
a) f (x, y, bf у= 12 
y2= yl—=x=y-=2,x>0y>0e2>0 
? 2, 2,2 
e) f(x, y, 2) = 1а (х ty + z”) 


2. Desenhe a superfície de nível correspondente a c = 1. 
a) f(x, y 2) = x 
b) f(x, y, 2) = Z 
c) f(x, y, 2) = x2 + y2 
4) f(x, у, т) = x2 + 4y2 + 22 


3. Duas superfícies de nível de uma função f podem interceptar-se? 


Justifique. 


9 
LIMITE E CONTINUIDADE 


9.1. LIMITE 


Esta seção é quase uma reprodução dos tópicos abordados no Cap. 3 sobre 
limite de funções de uma variável real, razão pela qual a maioria dos resultados 
será enunciada em forma de exercícios. 


Definição. Sejam f: 4 C Re > R uma função, Eo yo) um ponto de 


acumulação de А e L um número real. Definimos 


[Para todo € > 0, existe 8 > 0 tal que, para todo 
lim faxy =Le e y) € D/. 


(х, у) > (хо, Yo) 


0 <ll(x, y) (хо, Уод < ô >If (x, y) - Li < € 


lim f(x, y) = L 
(x, y) > (Хо, yo) 
0, existe ó > 0 tal que f(x, y) permanece em JL - E, L + El quando (x, у), (x, y) 
*(x0, y0), varia na bola aberta de centro (x0, y0) e raio ó. 


significa: dado € > 


Observação. De agora em diante, sempre que falarmos que ftem limite em (х0, 
y0), fica implícito que (x0, y0) é ponto de acumulação de Df. 


EXEMPLO 1. Se f(x, y) = k é uma função constante, então, para todo (x0, y0) 


em Re 
lim k=k. 
(x, y) — (Хо, Yo) 
Solução 
|f, y)—k|= |k- k | 0; assim, dado E> О e tomando-se um ó > 0 qualquer, 
0< || (х, у) (x0,y0) || <ó > |70, y) =k | < €. 
Logo, 


lim Zf (%; y) = lim k= К. п 
(x, у) 2 (хо. Yo) (х,у) 2 (хо. Yo) 


EXEMPLO 2. Se f(x, у) = x, para todo Eo yo) e Re 


lim f(x. y) = lim X = xo. 

(x, y) > (xo, yo) (x. y) 2 (xo, yo) 
Solução 

Para todo (x, у) em Re |x= xol <Il y) 7 Gg. yg) 11. Verifique.) 

Então, dado € > 0 e tomando-se ó = € vem: 

0< ||, у) - (0,0) || 559 |x-x0|< € 
ou seja, 
0< || œ, y) (x0,y0) || <ó > |/(х,у)—х0|<@. 

Logo, 


lim X = Xo. 
(x, y) => (хо, Yo) 


2 2 
у 


tem limite em (0, 


EXEMPLO 3. Т (х, у) — 
ker = 
0)? Justifique. 


Solução 


Inicialmente, vejamos como se comportam os valores f(x, у) para (x, у) 
próximo de (0, 0). Sobre o eixo x temos: f(x, 0) = 1, x #0. Sobre o eixo y, f (0, y) 
--Ly£0. 


O estudo anterior nos mostra que não existe número Z tal que f(x, y) permaneça 
próximo de L para (x, y) próximo de (0, 0); este fato indica-nos que fnão deve ter 
limite em (0, 0) e nào tem mesmo, pois, qualquer que seja L, tomando-se Є = 


——. tem-se: 
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se L<0,| f(x, 0) - L| > — para todo x Z0; 
9 


- 


se L> 0, | f(0, y) - L | >— para todo y #0. 
9 


< 


Assim, para todo real L, a afirmação 


“Ve>0,35>0,(x, y) € Df, 0 «IQ y) (0,0) 1<5=>1f(x, у) -LI«e 


é falsa. 
ч 


Quando tivermos que provar que determinados limites não existem, o 
próximo exemplo poderá nos ajudar. 


EXEMPLO А ) =. que 
lim "f (х,у)= L 
(x. y) > (Хо, Yo) 


em 2, contínua em їр com у (to) = (xo: 70) e, para tz ta, y (Ü £ (xp. Уу) com 


. Seja y uma curva 


y (1) € Df. Prove que 


lim f(y(t)) = 


t> to 


Solução 


De lim FU y) = L segue que 
(x, y) — (Хо, Yo) 
dado E^ 0, existe д1 > O tal que 


D 0 «Il Qo y) 7 (хо, yo) ll <ó, >If (x, y) — LI < e. 
Sendo y contínua em (0, para todo д1 > 0 acima, existe ó > 0 tal que 


It — fg < 8— ly (t) — y (t) l < ô 


e, portanto, tendo em vista y (1) 4 (x0, y0) para 1410, 


O<lr— lc 8—0 «I y (0 — Gg yo) l < ду. 


De r ¡OS 


0<1lt=fp1<5=>If(y(1)-Ll<e 


ou seja, 


lim /Су())-1. u 


t — fg 


Observação. Sejam yl e y2 duas curvas nas condições do Exemplo 4. Segue do 
exemplo anterior que se ocorrer 


© lim f(yi(f) = Lj e lim f(y2(0) = Lo 

t> to t> t 

com L Ф L, então, lim J ( X, y) não 
1 2 (x, y) — (хо, Yo) 

existirá. Da mesma forma, tal limite nào existirá se um dos limites em (3) não 


existir. 


22 2 
li Ж = — Y = 
Vej “TT 
ejamos como provar que im 7 
(x, y) > (0, 0) x? + y 
não existe (Exemplo 3) utilizando a observação acima. Sejam 71 (1) = (t, 0) e y2 
| me — Ms 
(f) = (0, 2. Seja f (x: y) = ХЭН, MET Ri Temos 
E 


” 
lim (у (0) = lim 5-21 
t— 0 t— 0 t^ 


[2 
Шш f(ya(t) = lim — = –1. 
0 i^ 


2 


х2 — у? 
Logo, lim —`.` náo existe. 
)— (0,0) x? + y? 
(x, y) => (0,0) - y 
Observamos que continuam válidas para fungóes de duas variáveis reais a 
valores reais as seguintes propriedades dos limites cujas demonstragóes sáo 


exatamente iguais às que fizemos para funções de uma variável real (reveja o 
Cap. 3 do Vol. 1). 


1. (Teorema do confronto.) Se f(x, y) < g (x, y) < h (x, y) para 0 < || (x, y) — 
(х0, у0) || < ге se 


lim f(x y)=L= lim h(x, y) 
(x, y) > (xo, Yo) (x, y) > (хо, Yo) 
entáo 
lim g(x, y) = L. 


(x, y) — (Хо, Yo) 


das lim f(x, у) = 0 


(X, y) — (Хо, Yo) 
y) | € M para 0 < || (x, y) — (x0, y0) || < r, onde r > 0 e M > 0 são reais fixos, 
então 


ç se | g (x, 


limitada 


lim fE y) ' g (x, y): = 0 


(x, y) > (xo, Yo) 


à. 
lim Рх, у) = 06 lim If (x, y)! = 0. 


(x, y) > (xo, Yo) (x, y) > (Хо, Yo) 


lm /(хуу-їе lim [/(х,у—1]=0. 


(х, у) => (xo. yo) (x, у) > (xo. Yo) 
5. 
lim Р(х,у) = е lim f(xo + h. yg + k)= L. 
(x. y) > (хо. yo) (h.k)— (0,0) 
- . Se 
lim Хбох, у) = ц e lim g(x, y) = Lo, então, 
(x, у) (Хо, Yo) (х, y) 2 (xo, yo) 


а) lim ІР, у) + g x, y) ] = Li + L,. 


(x, y) > (Хо, Yo) 


b) lim kf(x, y) = Кд. (К constante) 


(x, y) > (хо. Yo) 


с) lim Jf G, y) g (x, y) = ЦІ. 


(x, y) — (хо. Yo) 


d) lim fo». LN desde que L, 0. 
(х,у) э (хо, уо) (X. y) L ^ 


КА : (Conservação | do 
lim Рх, у) = | 
(х, y) — (Хо, Yo) 
> 0, tal que, para todo (x, у) € Df; 
0 « Il (x, y) — (хо. yo) ll < 5 = f (x, y) > 0. 
EXEMPLO 5. Calcule, caso 


x3 


sinal.) Se 


L > 0, então existirá ó 


exista, 


lim =s 
(х,у) э (0,0) х“ + у“ 


Solução 


х3 m x 
x? + y? x2 + y? 
2 
lim x=0e |————-| = 1, para todo (x, y) (0, 0). Assim, 
(x, y) = (0, 0) XE" 
0 кшз 
р x Р ЖЭ 
lim —— = lim DD = 0. 
(х,у)э(0,0) х2 + у2 y> ‘2 + y? 
M š 
EXEMPLO 6. Calcule, caso exista, 
Э 


| к^ 
im ——— 
(x; y) > (0,0) x* + y^ 


Solução 


" 
| | x^ 
Seja TUS y) -- AR tomemos y (0 = (0, 0 
“ É i 1 


су2(0-0,0. 
lim f(y (0) = lim E A 
AD ! 10 02 +r? 


lim t) = lim —v——— = 
MM 2822 


Logo, 


CUIDADO: 


lim 


(x, у) (0,0) X“ 


x 


2 Э 
ху" 


Exercícios 9.1 


2 
X 
p] 


nào é limitada! 


nào existe. 


y) 
que" 


. Calcule, caso exista. 


8 1 
а) lim x sen 57 
(x, y) > (0, 0) X E 
2 
5 хо 
с) lim 


x 


(x, y) 2 (0, 0) үх? + у? 


е) lim 
(х,у) (0,0) хі + y? 


8) lim 
(х, у) э (0,0) y х 


| Sis f (x, y) 


8.2). 


ху(х — y) 


x2 + y^ 


p lim 


b) lim 
(x, y) 2 (0, 0) 
d) lim 


EEE Y 
(x, y) > (0,0) x“ + y^ 


x+y 


(x, y) (0,0) X — y 


Ы 


h) lim 
(x, y) > (0, 0) x 


(veja Exemplo 9 — Segáo 


a) Considere a reta y (1) = (at, bt), com a2 + Ь2 > 0; mostre que, quaisquer 


que sejam ae b, 


lim f(y(t)) = 0. 


t=>0 


Tente visualizar este resultado através das curvas de nível de f. 


P сасшс lim Ff (8 (t )) Ме. D. 
t> 0 


(Antes de calcular o limite, tente prever o resultado olhando para as 
curvas de nível de f.) 
9 2xy? 


< 


lim —SƏ -A existe? Por qué? 
r | ¿ 
(x, y) > (0,0) x? + y? 


. Sejam yl e y2 curvas satisfazendo as condições do Exemplo 4. A 
afirmação: 


“dim f(y (0) lim f(y (0) = L— lim JfG@ y) = L” 
бә! бә! 


o >to (х,у) > (хү, Yo) 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


. Calcule 


lim f(x+h y+k)- f(x, у) — 2xh — К 
ir #—— A ДЕЛЕ АЕ — 
(h, k) > (0,0) (Л, JO! 


, onde f(x, у) = х2 + y. 
f (h, k) 


Calcule, caso exista, lim — onde / 
(h,k)—(0,0) H(h, Ю 
y? 
é dada por f (x, y) = = = . 
ye 
- Suponha | й que 
lim fG,y)=ae lim g()=L 
(x, y) (х0: Yo) ua 


, com g não definida em a e Im f C Dg. Prove que 


lim gef y) = lim g(u). 
(x, у) > (хо, yo) ua 


Prove, ainda, que o resultado acima continua válido se supusermos g 
definida em a, com g contínua em a. 


2 Э 
7. : sen(x^ + y“) 
Calcule 1 im — 
й Э Э 
(x, y) => (0, 0) x^ y 
Seja 
| [== >= 
ТО, у) = Чех + se х2 +y <l 
0 se х2 + у2 =] 
Calcule й 
A f (x. y) 
lim m 5 
42 42 | x? +y2-1 
(x, y) > 7 
2 1 


9.2. CONTINUIDADE 


Definição. Seja fuma função de duas variáveis reais a valores reais e seja 
(x0, y0) € Df, com (x0, y0) ponto de acumulação de Df. Definimos: 


f continua em 


(хо, Yo) = шп J (х, у) = f (xo; yo) 
(x, y) > (х0: yo) 


Se f for contínua em todos os pontos de um subconjunto А de Df, diremos que 
fé contínua em A. Diremos, simplesmente, que fé continua se o for em todos os 
pontos de seu domínio. 

EXEMPLO 1. A função constante f(x, y) = k é contínua, pois, 
lim f (x, y) = k = f (xo. yo) 
(х,у) > (xo o) 


para todo (X9. yo) em R2 (Veja Exemplo 1, Seção 9.1.) 


ч 
EXEMPLO 2. A função f(x, y) = x é contínua, pois, 
- ин | fe y- - pm | A = xo = f (xo; Yo) 
x, y) > (Хо, Ур x, у) — (Хог Ур 
para todo (X9. 70) em Re (Veja Exemplo 2, Seção 9.1.) 

ч 
EXEMPLO 3. А função 


2 2 
x^ y? 
f (x, y) = аас 87 se (x, y) + (0, 0) 


0 ѕе (х, у) = (0, 0) 


é contínua em (0, 0)? Justifique. 
Solução 


Tomando-se yl (0 = (t,0) e y2 (1) = (0, £) vem, 


[2 
t— 0 t— 0 £“ 


lim f(yə2(t)) = lim —— = -1. 


t— 0 t— 0 


lim TE p)... - 
Logo, Yat não existe, e, portanto, f não é 
| (x, y) > (0, 0) Í 


contínua em (0, 0). 
ч 


O próximo teorema nos diz que se g (u) e f(x, y) forem contínuas e se Im f C 
Dg, então a função composta Л (x, у) = g (f(x, y)) também o será. 


Teorema 1. Sejam /:4 € Re ^R: g:BC R-R duas funções 


tais que Im f C Dg. Se f for continua em (x0, y0) e g continua em f (x0, y0), 
então a composta h (x, y) = g (f(x, y)) será contínua em (x0, y0). 


Demonstração 

Сото g (u) é contínua em f (x0, y0), dado E^ 0, existe д1 > 0 tal que 
O lu — f (xo: Yo) | < ó, = lg (и) — g (f xo. y) | < e. 
Sendo fcontínua em (x0, y0), para o д1 > 0 acima, existe ó > 0 tal que 


бу y) — Go yg) Il 8 — Hf Go, y) 7 fo. yo) | < бү. 


De uS (2) resulta, 


Il (x, y) 7 Oo yg ll =< ó = g(f(x, Y) — g (f (xo. у0)) < e; 


logo, h (x, y) = g (f (x, y)) é contínua em (x0, y0). 
ч 


Como consequência deste teorema, segue que se g (x) for contínua, então a 
função Л dada por h (x, у) = g (x) também será contínua. De fato, sendo f(x, у) = 
x, teremos h (x, у) = g (f(x, y)), com g e fcontínuas. 


EXEMPLO 4. h (x, у) = x2 é contínua em Re pois g (x) = x2 é continua em 


R- 


EXEMPLO 5. Sendo f(x, y) contínua, as compostas sen f(x, y), cos f(x, y), [f (x, 
y) ]2 etc. também serão. 
ч 


Teorema 2. Sejam f: A C Re > R uma função e y: Í > Re uma 


curva tais que y (1) € A para todo t € /. Se y for continua em 0 € 7 e f 
contínua em y (10), então a composta g (0) = f (y (À) será contínua em 70. 


Demonstração 
Fica a cargo do leitor. 


Sejam f(x, y) e g (x, y) contínuas em (x0, y0) e seja k uma constante. Segue 
das propriedades dos limites que f+ g, k fe f ` g são, também, contínuas em (х0, 


y ). Além disso, se g (х, y ) # 0, então será, também, contínua em (x , 


0 00 8 0 
y0). 


EXEMPLO 6. Seja 


fix y) = 12r yy se (x, y) + (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0). 
Determine o conjunto dos pontos de continuidade de /: 


Solução 


Nos pontos (x, y) 4 (0, 0) podemos aplicar a propriedade relativa a quociente 
de funções contínuas, pois, x3 e x2 + y2 são contínuas e x2 + y2 não se anula 
nestes pontos. Para estudar / com relação à continuidade no ponto (0, 0) 
precisamos primeiro ver o que acontece com o limite de f neste ponto. 


3 


lim fox у) = lim — = lim x = 0. 
(х,у) 2 (0, 0) (х,у) Э (0,0) x“ + y“ (х, у) 2 (0, 0) 
2 
Observe que lim x=0e| 535 |= 1 para todo (x, у) + (0, 0). | Assim 
(x, у) 2 (0,0) жее 


lim f(x y) = 0 = f(0, 0). 
(x, y) 2 (0, 0) 


Conclusáo: fé contínua em Re 


Sejam agora, f: 4 C Re > R gh:BC Re > R três funções tais 


que (g (x, y), h (x, y)) € 4, para todo (x, y) € В. Sem nenhuma dificuldade, 
demonstra-se que se g e h forem continuas em (x0, y0) e f continua em (g (x0, 
y0), h (x0, y0)), então a composta f(g (x, y), h (x, y)) será, também, contínua em 
(x0, y0). Este resultado, bem como os teoremas 1 e 2, são casos particulares de 
um teorema mais geral sobre continuidade de funções compostas, que não 
enunciaremos aqui. 


Exercicios 9.2 


1. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 


22 


a)f (x, у) = 3cy  — Sry + 6 b)f(x, у) = 46 - 


c)f (x, y) = In d)f(x у) = 


x—3y 
E se (x, y) (0,0) 
e)f (х, у) = m ty 


se (x, y) = (0, 0) 


sen (x^ t- y^) е 
Рӯ у) = | "mee se (x, y) = (0, 0) 
hi se (x, y) (0.0) 
(2-1) 
gfG у) = te 17 se r<1 onde r = 0, УЛ 
lo se r=1 
sen (x? + y?) 
ra.) a = Se (xy) (G 0) 
f G y) = x2 + y2 


1 se (x, y) * (0, 0) 


é contínua em (0, 0)? Justifique. 


. Prove que se f for contínua em (x0, y0) e se /(х0,у0) > 0, então existirá r 
> O tal que f(x, y) > 0 para || (x, y) — (x0, y0) || < r. 
. Seja A um subconjunto do ЇН2 que goza da propriedade: quaisquer que 


sejam (х0, у0) e (x1, y1) em 4, existe uma curva contínua y : [a, b] > A 
tal que y (a) = (x0, y0) e y (b) = (x1, y 1). Prove que se f for contínua em 4 
e se fig yg) «m <р уу então existirá (х. 1) ) € A tal que f 


(x, y)-=. 
(Sugestáo: aplique o teorema do valor intermediário á fungáo contínua g 
(07060), t € [a b].) 


. Sejaf: A C Re — R A aberto, uma função continua e seja c um 


número real dado. Prove que o conjunto {(x, y) € A | f (x, y) < c) é 
aberto. 


6. Dizemos que a sequência de pontos СЕ y n >0 converge a ( B a 2-9 ) 


se, dado E> 0, existe um natural 10 tal que 
n > по ЇЇ (Ху, ур) — (A, у) ll < e. 


Suponha que / (х, y) seja continua em ( X. y) que (Gx, Ев; > 
convirja para ( X y y) que СЖ y, ) є D para todo n > 0. Prove que a 


sequência dada por 4,5 =fr y ) converge рага fÚ x. y ) 


7. Suponha $ continua retângulo 


5 
А = {(х, у) ER lasxs B. a =у= В) 

. Prove que fé limitada neste retângulo. (f limitada em A significa que 
existe M > 0 tal que | f(x, y) | SM em А.) 


(Sugestão: suponha, por absurdo, que f não seja limitada em А. Então, 
existirá (x1, y1) em A tal que | f(x1, y1) | > 1. Tomando-se o ponto médio 
de cada lado, divida o retângulo 4 em 4 retângulos iguais; em um deles, 
batizado 42, f nào será limitada, logo existirá (x2, y2) € 42 tal que | f (x2, 
у2)|> 2 etc.) 


8. (Teorema de Weierstrass.) Seja f como no Exercício 7. Prove que / 
assume em 4 valor máximo e valor mínimo. 


(Sugestão: veja Apêndice A2.4 — Volume 1.) 


10 
DERIVADAS PARCIAIS 


10.1. DERIVADAS PARCIAIS 


Seja z = f (x, y) uma função real de duas variáveis reais e seja (x0, y0) € Df. 
Fixado y0, podemos considerar a função g de uma variável dada por 


g (x) = fGx, y0). 


A derivada desta função no ponto x = х0 (caso exista) denomina-se derivada 
parcial de f, em relação a x, no ponto (x0, y0) e indica-se com uma das notações: 


д Е 
ar (хо, yo) ou == [* = о. 
дх 


д 
Assim, — (Хо, Yo) = g (хо) De acordo com a 


definição de derivada temos: 


д ; А 
f (х0. Yo) = 8 (хо) = lim 


дх xx x= 


ou seja, 


Ын (хо, Yo) = lim J (x, yo) — f (xo, Yo) 


ðX xx X — XQ 


ü 


ou, ainda, 


f (xo + Ах, yo) — f (xo, yo) 
Ax 0 Ax 


Seja A o subconjunto de Df formado por todos os pontos (x, y) tais que 


Р 


(x, y) existe; fica assim definida uma nova função, indicada por 
9х дх 

дх 
д : TAI fi y) 
д] (X; y) = lim ДО + Ах,у)- fos») 
дх Ax— 0 Ах 


Tal função denomina-se função derivada parcial de 1.“ ordem de f. em relação a 
x, ou, simplesmente, derivada parcial de fem relação a x. 


e definida em 4, que a cada (х, y) € А associa o número 


(x, у), onde 


De modo análogo, define-se derivada parcial de f. em relação a у, no ponto 
(x0, y0) que se indica por 


f (xo, y) — f (xo, yo) 
Yo УУ 


ou 


ду ^  Ay30 Ay | 


Para se calcular 


(Xo. Yo) fixa-se y = у em z = f(x, y) e 
0 


calcula-se a derivada de g (x) = f (x y0) em x = x0: 


ðf k 
— (x " Y ) — 8 (X, ) Da mesma forma, 
дх 0:20 0 дх 


у) é a derivada, em relação a х, de f(x, y), mantendo-se y constante. Por outro 
= 


(х, 


lado, (x, у) é a derivada, em relação a у, de f(x, у), mantendo-se x 


ðX 


constante. 


EXEMPLO 1. Seja f(x, y) = 2xy — 4y. Calcule: 


of д] 

—— (x,y b) — (x,y 
a) JE (x, y) ) ду x, y) 
La, à) Lin 

дх ду 


Solução 
a) Devemos olhar y como constante e derivar em relação a x: 

д] 27. 

ILE (Ж: у) = — (2ху — 4y) = 2y 
дх дх 


pois 


д | д 
— (2xy) = 2y — (—4у) = 0 
эх 9) у е эх" y) 


Por limite: 
21 (х, y) = = lim f(x + Ax, y) — f (x, y) 
дх Ах- 0 Ах 
5 2(х+Ах)уу—4у—2лу+4у 
= im: 223 2 ЗЭ ea UH 
Ах- 0 Ах 
= 2у. 


b) Devemos olhar x como constante e derivar em relação а у: 


of (х,у) = Е (2xy — 4у) = 2x — 4. 
y 


ду 
E 


c) Conforme a, para todo (x, y) em R Ё 


(x, у) = 2y. Daí 


d 


d) Conforme b, para todo (x, y) em R y 
Ох 


(x, y) = 2x — 4. Logo 


97 


ду 


(—1,1)= —6. a 


EXEMPLO 2. Considere a função z = f (x, y) dada por z = arctg (х2 + y2). 
Calcule: 


y ye 
дх ду 
) 9: x=1 9.0 
дх|у= dyly=0 
Solução 
a) 9 
д: _д Е. 
=" (arctg + уд) = 2 5 УРЫН 
ðX ðX E (XE ye) 
ou seja, 
z _ 28 
dx 1+ (x? T у^)? 
b) i 
да _ д 2 „мр S 
ay ^ os [ae (x^ py JE 1302 $i) 23 эу (x*-F y^) 
ou seja 
2 2y 


ду 1+(х2 + у2)2 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que uma função z = / 
(x, y) se diz definida ou dada implicitamente pela equação g (x, y, z) = 0 se, para 
todo (x, y) € Df g (x, y, f (х, y) = 0. Por exemplo, a função 


| Э Mr 7222 TQ: 
то тш 1 em х= — у“ Xx +y < 1 é dada implicitamente 


LTN 

a equação = + y2 + 2 = 1, pois, En todo (x, 2 no seu domínio, 

Z +y + (11-32 ш Teu 
^ 2 2 


funções +> — 1 p das S, e ES ome 
<, х у 


| 2 2 
CREUSE T UN La € | ado também; 
7 = a 1 x“ у“ х y sào também 


dadas implicitamente pela equação x2 + y2 + z2 = 1 (verifique). 


EXEMPLO 3. Sendo z = f (x, y) dada implicitamente por x2 + y2 + 22 = 1, z > 0, 
calcule: 


a) et b) gn 
дх ду 
Solução 


> 


IA PU sd > : 
a)z= 41— x? — y? , х7 +y“ < 1. Assim, 


ou seja, 


Poderíamos, também, ter chegado ao resultado acima trabalhando diretamente 
com a equação x2 + y2 + 22 = 1: 


2 a +y +Z 
дх ° 


2 (1) = 0, resulta: 
dx 


como 2 (2 + y) =2x, — 
dx дх 


ou seja, 


д: 3 x 2 2 
——————————,xctycl. 


f 
: 5 | 9 9 
ðX 2 \ 1— х= — y^ 
д 2 2 2 д 5 
b) — (x^ + y^ + z^) = — (1), ou seja, 
ду ду 
2у +2z 


e, portanto, — 


ТП = x“ 


CUIDADOS COM NOTAÇÕES. A notação (x, у), como vimos, indica a 


dx 


derivada de f (х, y) em relação a х, onde у é olhado como constante, ou seja, 


como independente de x. Por outro lado, a notação [/ (x, y)] indica a 


dx 


derivada de f(x, y), onde y deve ser olhado (quando nada for dito em contrário) 
como função de x. As notações foram criadas para serem usadas corretamente. 


ð d 


ðx dx 


2 2 
(x +y )= 2x, enquanto 


Portanto, não confunda 


EXEMPLO 4. 


dx 


а 2 2 do dy 
— (х + у) = 2x + — К (у) = 2х + 2y — 
dx dx dx 
pois, 

a (1?) = a (у2) dy = 2y dy п 
ах ау ах ах 


EXEMPLO 5. Suponha que z = f(x, y) seja dada implicitamente pela equação 


exyz 2 x2 + y2 + 22. 
gz 
дх 


em 


Suponha que / admita derivada parcial em relação a x, expresse 


termos de x, y e z. 
Solução 


Para todo (x, y) € Df, 


EM 
дх дх 


ou seja, 
ху 
дї 2x- ye” 


XYZ 
dx xe —2 


em todo (x, y) € Dfcom xy exyz - 22%0. 


z = ПО Е 
(E) = e — (худ) = e?* E Tue 


EXEMPLO 6. Seja Ф м R — R uma função de uma variável e 


derivável. Considere a função g dada por g (x, у) = ф (x2 + y2). Verifique que 


og | 08 
— Lud) =g.— O 
Oi baci 


Solução 


g (x, y) = ó (u) onde u = х? + y. 
д ; ме OH 
8 (х,у) = 00 
X д 


“ 


Então, 


„ OU Seja, 


д | Т. ТРЕ: 
o8 (Ж; у) = ф' (x + у”) 2х. 
дх 
mesma 2 5 Wu 
PS y-4 (х2 + y 2) PR (x^ + у), 
y 


‚ ou: M 


д8 (х, у) = ф' (х2 + у?) 2y. 
dy 


Assim, 


08 ; 23 
1,1) -2Ф (2) = 1,1): = 
оч Ф Q- 0.0 


Observação. Se no exemplo anterior a função ф fosse, por exemplo, a função 
seno, teriamos g © y) = sen (x2 + y2) е, assim, 


98 (1,3) = se (x "I dii de 2xcos (2 + y?) 


e 28 (x, y) = sen” o + y E (х2 + y ) = 2у cos (х2 + y?). 
ду ду 


EXEMPLO 1. Seja 


3З 2 


X> = my е 
Р(х,у) = 3 12 + у? yr 9, Determine 


0 se (x, y) = (0, 0) 
. Determine 
дх ду 
Solução 


a) Nos pontos (х, у) #(0, 0) podemos aplicar a regra do quociente 


ef as y) = 3x? (x? + y?) (х3 — y2)2x 
dx Š (x2 + y2)2 
ou seja, 


‚ _ X4 + 3x2y2 + 2xy? 
— (x, у) y EE n CN, AS ШШЕ 


у ^?) 4? 
Ox Dy 
Em (0, 0) 
öf 2 : 
Fr (0, 0) é a derivada, em x = 0, de g (x) = f (x, 0). 
x 


_ [xsex €0 
f0- spur. 


assim, g (x) — f(x, 0) — x, para todo x; segue que 


= (0,0) =g (0) = 1. 


Р 


Poderíamos, também, ter calculado (0, 0) por limite: 


ðX 


x, 0) — f(0, 0 x 
97 оуоу- lim f(x 0)— 700,0) _ 1 = 
дх x>0 S ego хәб x 
7 2 
Assim, —— é a função de R em R dada por 
дх 
4 2:02 2 
L -P9x-y^-p2xy 
д —— ze (x, y) # (0, 0 
97 (x у) = (х2 + у>)? 2d » ( ) 
дх 1 se (x, у) = (0,0) 


b) Para (х, y) + (0, 0) 


of — 2x2y(1 + x) 


ES Dadas * 
ду xm») 
Em (0, 0) 
of : : z 
F (О, 0) é (caso exista) a derivada, em y = 0, de Л (y) = f (0, у); 
= І 5 ул 0 
$00, y) lo sey-0 


д] 
ду 


assim, Л (y) não é contínua em y = 0, logo, h’ (0) não existe, ou seja, (0, 


д] 


E 


ду 


0) não existe. Segue que está definida em todo (x, y) # (0, 0) (mas não 


em (0, 0)) e é dada por 


2xºy(1 + 
f (х, y) EX 2 a 
y (x^ yy 
5 Р 


EXEMPLO 8. Seja /: R > Ru que (x, y) = 0 para todo (x, y) em 


дх 
р. Prove que fnáo depende de x, isto é, que existe d : р » B tal 
ї 
que f(x, у) = ф (у), para todo (x, y) € B: 


Solução 
Fixado um y qualquer, a função A (x) = f(x, y) é constante em р. pois, para 
todo x, h , (x) = of (x К у) = 0. Segue que, para 
ах: 
todo х, 
h (x) = h (0) 


ou seja, 


SO, y) = /(0, y). 


Como y foi fixado de modo arbitrário, resulta que f(x, у) = f (0, y) se verifica 
para todo (х, у) em B: Tomando-se ф (у) = f (0, y) teremos 


/,у)= 0) 
para todo (х,у) Є Re 


EXEMPLO 9. (Interpretação geométrica.) Suponhamos que z = f (x, y) admite 
derivadas parciais em (x0, y0) € Df. O gráfico da função g (x) = f (x, y0), no 
plano x' y0 z' (veja figura adiante), é a interseção do plano y = y0 com o gráfico 


дў 


de f - (x,y ) é, então, o coeficiente angular da reta tangente T a esta 


ox 0 0 


interseção no ponto (х0, y0, f (x0, y0)): 


400 
— (Хо, Yo) = tg a. Interprete você — (xo, yo). п 
Эх "v Yo 8 їр ду o Уо 


O exemplo seguinte mostra-nos que a existência de derivada parcial num 
ponto não implica a continuidade da função neste ponto. 


lb > 
з 


EXEMPLO 10. Mostre que a função 
ху 
f(x, y) = L se (x, у) = (0, 0) 
БОР ХУР" À ye 
0 se (x, у) = (0,0) 


admite derivadas parciais em (0, 0), mas não é continua neste ponto. 


Solução 
97 (0,0) = tim JC: 70.0 0 
Х х— 0 X 
(0, y) = f(0,0 
97 (0,0)= tim 2002) — 70,0) _ 0 " 


ду y>0 y 


Assim, fadmite derivadas parciais em (0, 0). Vamos mostrar, a seguir, que f não 
é contínua em (0, 0). А composta de fcom a reta y dada por y (1) = (t, 1) é 


se t + 0 
O set=0 


Como y é contínua em t = 0 e a composta g (1) = f (t, D não é contínua em г = 0, 
resulta que fnão é contínua em (0, 0). (Por quê?) 

O exemplo anterior mostra-nos ainda que a mera existência das derivadas 
parciais de fnum ponto (x0, у0) não implica a derivabilidade em 10 da composta 
g (1) = f (у (0), onde y é uma curva suposta diferenciável em 10 e y (10) = (x0, y0). 
No exemplo anterior, f admite derivadas parciais em (0, 0), y (1) = (t, 1) é 
diferenciável em 1= 0, mas a composta g (1) = f (y (0) não é diferenciável em t= 
0. 

Do que vimos acima, resulta que a existência de derivadas parciais num 
ponto (х0, у0) não é uma boa generalização do conceito de diferenciabilidade 
dado para funções de uma variável real. Uma boa generalização deverá implicar 
a continuidade da função e a diferenciabilidade da composta g (9 = f (y (0) 


g (t) = f (t, t) = 


quando fe y o forem, porque é isso que acontece no caso de funções de uma 
variável. Veremos no próximo capítulo qual é a boa generalização do conceito de 
diferenciabilidade para funções de várias variáveis reais. 


Exercicios 10.1 


1. 


Determine as derivadas parciais 


a) | (x, y) = sy + xy) +4 


x у? 


c)z= 
xc y 


2 2,2 
e) z= X“ In (] + x° + y) 
8) f(x, y) = (4xy — 3» + 52у 


i) g (x, y) = x 


D fay) = 4х + у? +3 
Considere a função z = 
X 
óz 2 
: < & 


X 


дх 
Seja ó: R — R uma função de uma 


que ф' (1) = 4. Seja g (x: у) = 


b) т = cos ху 


2 


d) f(x, уул 22 шу? 


Рі=хуе? 


x 
Л) z = arctg — 


y 
Р ЖЕҢ: Зу. 2 
Dz-GQG + y )1]n (+ y) 

Xsen y 
m) z= — s a 
cos (x^ + y^) 
"v2 
Xy 


Verifique que 


variável real, diferenciável e tal 


X 
$ — |. Calcule 


y 


a) 28 1,1) » 2€ (1,1) 
дх ду 


Seja g (х, у) = ф — |а função do exercício anterior. 
3 y 


Verifique que 


ó д 
x 28 (x, y) + y 28 (x,y) = 0 
дх ду 


para todo (x, y) € Re com y #0. 


X 
Considere a função dada por z = x sen ^. Verifique que 
y 
- - 
< < 


x + y — 


дх ду 


. Afunção p= p (V, T) é dada implicitamente pela equação pV = nRT, onde 


пе R são constantes não nulas. Calcule 


oV óT 


. Seja z= ey ф(х — y), onde ó é uma função diferenciável de uma variável 
real. Mostre que 


8. Seja Ф 5 R — R uma função diferenciável de uma variável real 


a 2 9 X 
ej f (x, y) = (x + y) $ — | Mostre que 
y 


f | af 
E rs El = 2f. 
дх ду 
9. Sejam z= ex2 + y2, x = p соз Өе у = p sen 0. Verifique que 
М ‚2 ‚2 
= ex“ ЖУ? (2x cos 0 + 2y sen 0). 
óp 


Conclua que 


10. Suponha que a funçào z = z (x, y) admita derivadas parciais em todos os 
pontos de seu dom ínio e que seja dada implicitamente pela equação xyz + 
? 2 М 

е 

дх ду 


11. Seja z= f(x + at) onde fé uma função diferenciável de uma variável real 
e a uma constante. Verifique que 


д rá 
 — a a E 
ot дх 


12. Seja z = f (x2 — y2), onde f (и) é uma função diferenciável de uma 


z =x. Expresse em termos de x, y, z. 


variável real. Verifique que 
дї 
y Tx 
дх ду 


9t 0. 


. Considere a função dada por w = ху + z4, onde z = z (x, y). Admita que 


dz 
e] = Á e que z= 1 para x = 1 e y = 1. Calcule 


Ox ly =! 
ду х=1 


gx |у =! 
X 


Seja — — ‚ onde ф é uma 
fauy=e 2 Ф(2у- х) 
função diferenciável de uma variável real. Mostre que 
д 
дх ду 


| х? + у? 
Seja f(x,y) = Í ^ ¿TÉ dt. Calcule 2 (х, y) e = (х, y). 


0 дх ду 


y o д д 
Seja f(x,y) = | „ € Í dt. Calcule er (x, y) e e (x, y). 
P d dx ду 


. Seja ф: Е-Е uma função diferenciável е seja 


X 
g LE y) = $ (у) + f — |. Verifique que 
y 


UE 
дх 


“ 


28 
ETS AE: 
dv 


18. Seja f(x, y) = x3y2 — бху + ф (у). Determine uma função ø de modo que 


97.28 Зу — бх LN 


ду у? 
19. Determine uma função f (x, y) tal que 
д] 2.2 
—— = 3x^y^ — бу 
Ox 


+1 


y 


ЗГ эн Зу — бх p 


ду у? 
» fof 
Determine — 
dx ду 
x + y 
{®у)= 452 + у? 


T4À 


sendo 


se (x, y) * (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 


21. Seja 


1 


2 — 
fe. у) = E +y—l) вех2 003 «1 


0 


2 2 
Si 


zl 


а) Esboce o gráfico de f. 


b) of д] 


Determine e 1 
ox ду 


22. Seja f: ЇН2 = R dada por: f(x, 0) = 1 + x2,/(0, y) = 1 + y2 e f(x, y) = 
Osex+0ey #0. 


a) Esboce o gráfico de f. 


b) ðf 


Calcule 


ð 
(0, 0) e Эг (0, О). 


дх ду 
c) fé contínua em (0, 0)? Justifique. 

29 д 

£ (0, 1) existe? 2 


ðX ðX 
e) of 


Qualo domínio de 
Ох 


23. Seja f(x, y) = х2 + y2 e seja y () = (t, t,z (0), t € R uma curva cuja 


(1,0)? 


imagem está contida no gráfico de f. 


a) Determine z (0. 
b) Esboce os gráficos de fe у. 


с) Determine a reta tangente a y no ponto (1, 1, 2). 


d) Seja Ta reta do item c; mostre que T está contida no plano de equação 


д д 
1-1,1 = 2f о ра-р+ 2а, 1) (у = 1). 


дх ду 


24. Seja f (x, y) = х2 + y2 е seja у ()= (x (D, y (0, z (0) uma curva 


diferenciável cuja imagem está contida no gráfico de /: Suponha, ainda, у 
(0) = (1, 1, 2). Seja Ta reta tangente a y em y (0). Mostre que T está 
contida no plano 


è 


д д 
z— fü, 1) = 2f а,ус- D+ S a. 1) (y = D. 
дх ду 


Interprete geometricamente. 


25. Suponha que z = f(x, y) admita derivadas parciais em (х0, y0). Considere 
as curvas cujas imagens estão contidas no gráfico de f: 


X = хо | x=1 
965 Э e Y2* 13 =W 
т = f(xg. t) lz- f. yo) 


Sejam ТІ е 72 as retas tangentes a yl e 72, nos pontos yl (y0) e y2 (x0), 
respectivamente. Mostre que a equação do plano determinado pelas retas 
TleT2é 


z — f Go; Yo) = e (хо. Yo) (x хо) + 2 (хо, Yo) (y — yo). 
dx ду 
26. Seja 
2ху? 
.2 


б.у) үх2 + y? 
0 ѕе (х, у) = (0, 0) 


e seja y (1) = (t, t, z (D), E R uma curva cuja imagem está no gráfico 


se (x, y) * (0, 0) 


de f. Seja Та reta tangente a y no ponto y (0). Mostre que T nào está contida 
no plano de equação 
В д д 
z—f(0,0) = B (0,0) (x — 0) + 2f (0, 0) (y — 0). 
дх ду 


27. Considere a função z = f(x, y) e seja (x0, y0) € Df. Como você definiria 


plano tangente ao gráfico de f no ponto (х0, y0)? Admitindo que fadmita 
derivadas parciais em (x0, y0), escreva a equação de um plano que você 
acha que seja um “forte” candidato a plano tangente ao gráfico de f no 
ponto (x0, у0, /(х0, y0)). 


28. 2 д f 
Dë exemplo de uma função /: > tal que - 
R -Ree 


em Re mas que fnão seja continua em nenhum ponto de Re 


seja contínua 


29. Dizemos que (x0, y0) é um ponto crítico ou estacionário de z = f (x, y) se 


— (X9. yo) = 0 ° 
ду ду 

Determine (caso existam) os pontos críticos da função dada. 
а) f(x, y) = х2 + y2 

b) f(x, y) = 2x + y3 

с) (х,у) = х2 – 2xy + 3y2+x-— y 

d) f(x, y) = х3 + y3 — 3x — 3y 

е) f(x, y) = 3х2 + 8xy2 — Mx — 16у 


(Хо, yo) = 0. 


7) Гб, y) = x4 + 4xy + y4 


30. Seja (х0, у0) um ponto de Df. Dizemos que (x0, y0) é um ponto de máximo 
local de f (respectivamente, ponto de mínimo local) se existe uma bola 
aberta B de centro (x0, y0) tal que, para todo (x, y) € BN рр (х, y) €f 
(x0, y0) (respectivamente, f(x, у) 2/(х0, y0)). Prove que se (x0, y0) é um 
ponto interior de Df e se f admite derivadas parciais em (x0, y0), então 
uma condição necessária para que (x0, y0) seja um ponto de máximo 
local ou de mínimo local é que (х0, y0) seja ponto crítico de f isto é, que 


f д] 
— (x9. yg ^0 e — (xg. yg) = 0. 
ax “OO 5 0 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Seja f Н 2 > e suponha que 
óf д 

—— (x, y) = Ое — (x, y) = 0 
дх ду 

(x,y) € Re Prove que fé constante. 


Dê exemplo de uma função f: 4 C р: > [2 tal que 
д] д] 
мэн (х, у) = 0 е — (х. у) = 0. para todo 
дх ду 


(x, y) € A, mas que fnão seja constante em A. 


Suponha que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, ?) em R: |f(x,y) — f (s, д 
| < || (x,y) — (s, À ||2. Prove que fé constante. 


Р 


2 
Sejaf:4 € R — R A aberto, e suponha que 


(x, y) existe 
para todo (x, y) € А. Sejam (x0, y0) e (x0 + h, y0) dois pontos de А. Prove 


que se o segmento de extremidades (x0, y0) e (x0 + h, y0) estiver contido 
em 4, então existirá E entre xo e xg + h tal que 


BÉ += 
ТОхо + h, yo) — f (xo, yo) = 2 (х, yo) А. 


Seja f: A C Re — R A aberto, e suponha que f admite derivadas 


parciais em А. Seja (x , y ) € A. Prove que se 


00 xc A 


forem contínuas em (x0, y0), então ftambém será. 


(Sugestáo. 
Роу) FI) РО, у)— f(xo,y) + f xo. Y) — f (xo, Уо) 
(b aD 


; aplique o TVM a (1) e (II).) 


10.2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNÇÕES DE TRÊS OU MAIS 
VARIÁVEIS REAIS 


Sejam w = f (x, y, z) e (x0, y0, 20) € Df. Mantendo-se y0 e 20 constantes, 
podemos considerar para função g (x) = f (x, y0, z0). A derivada desta função, 


em x = х0 er exista), denomina-se derivada parcial de f em relação a x no 
ponto (x0, y0, z0) e indica-se por 


ð ду? 
ЛА (Xo. Yo» 20) ou | х 


= Xo E] 
X X |, + 
д 9X [y= у, 
Z= Zo 
De modo análogo, definem-se as derivadas parciais 


д] oi 
— (Xp. Vo. Zn) € —— (Xp. Vo. Zp) Tem-se: 
ду V 0:30 29€ 7 Vo Yo Zo 


ð lim (xo + Ax, yo. zo) — f (xo. yo, 2 
21 бргиулдла aci f Go уо. 20) — f (xo, Уо. zo) 


dx Ax 
роу lim  f(xo. yo + Ау, zo) — f (хо, yo; zo) 
—— (х0, Yo» 20) = Ay—0 
ду Ay 

j ¡ f (Xo. уо. zo + Az) — f (xo. yo. zo) 
— (xo yo 20) = m а Я 
дї 2nd Az 


Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma função de mais 
de trés variáveis reais. 


EXEMPLO. Calcule as derivadas parciais da função s = f(x, y, z, w) dada por 
5 = exyzw, 


Solução 


195 уин д. (худе) = угине?" 
дх T 


LL 
= 9 (худу) = me” 
у 


(y, z e w são olhadas como constantes). E 


Exercícios 10.2 


1. Calcule as derivadas parciais. 
-у-1 2 у 
2 b)w = x^ агсѕеп — 


a)fG,y.2) = хе 


хуг 
c) w = ——5— - d) f (x, y, z) = sen try? 
pde o EA I 


e) s = f (x, у, z, w) dada por = xw In Q? + y +2+w) 


2: f( ) x 
Seja X, y, e) — E TSE Verifique 
E 9 Жаш к, ла 
que 
XM e BE y. TE 
+ y— = —f. 
“9x д "n “2 
3 x 4, 
Seja s = f(x, у, z, м) dada por NT Verifique que 


y w 
k-— EA + w—=üQ. 


4. Seja f: R- [|] continua com f(3) = 4. Seja 


x + у? + 24 
g (х, y, z) = 5 f (t) аг. 


Calcule: 
ó д д 

а) 28 q, 1,1) b 2 ал o < q,1,1) 
дх ду дї 


- Seja f: R- R diferenciável e seja g dada por g (x, y, 2) = f (r) onde r 
= || (x, y, 2) ||. Verifique que 

IE 0. ОИ 
PF +4 = rf'(r). 
“ax ду д: 


. Sejaó: Н-НВ uma função diferenciável tal que #' (3) = 4. Seja g (x, 
y, Z) = ó (х2 + y2 + 22). Calcule: 


à 
a E (1,1,1) в 58 11,1) о 28 (1,1,0) 
дх ду дї 


H 
FUNÇÕES DIFERENCIÁVEIS 


11.1. FUNÇÃO DIFERENCIÁVEL: DEFINIÇÃO 


O objetivo desta seção é estender para funções de duas variáveis reais o 
conceito de diferenciabilidade dado para funções de uma variável real. 

Vimos que, por definição, uma função f(x) é diferenciável ou derivável em 
х0 se e somente se o limite, quando h tende a zero, da razão incremental 


f(xo + h) — f(xo) 
h 


é adequada para generalização, pois se /Тог uma função de duas variáveis reais Л 
será um par ordenado e, então, a razão incremental não terá sentido. Nossa 
tarefa a seguir é a de tentar obter uma forma equivalente à definição de 
diferenciabilidade e que seja passível de generalização. 

Supondo f(x) diferenciável em x0, existe um real a, a = f' (x0), tal que 


" f (xe + h) — (хо) 
lim — —v = 
h— 0 h 


existir e for finito. Esta forma nào 


а. 


Temos: 

lim LC * 07 Оо) Zas tim 00 += fo) 7 ah _ y, 
dp h h— 0 h 

Como 

lim ——- —0 «€» lim — 0 (verifique) 
h50 h h—0 Ihl 

resulta 

tim [C0 +H- $00) ¿e tim LtD- fo) 7 ah o, 
h=>0 h h50 Inl 


Portanto, fé diferenciável em x0 se e somente se existir um reala tal que 


jig; 0 PEGA 
h=>0 VI 


Estamos, agora, em condições de definir diferenciabilidades para funções de 
duas variáveis reais. 


= 0. 


Definição. Sejam f: 4 > Ra aberto de R: € (x yg) € А. Dizemos 


que fé diferenciável em (x0, y0) se e somente se existirem reais a e b tais 


que 


lim J (xo + Л, yo + k) — f(xo. yo) — ah — bk _ 
(h.k)— (0,0) H (h, К)! 


0. 


O próximo teorema nos diz que diferenciabilidade implica continuidade. 


Teorema 1. Se f for diferenciável em (x0, y0), então f será contínua em 


(х0, у0). 


Demonstração 


Sendo f(x, y) diferenciável em (х0, y0), existem reais a e b tais que 


E (h, k) 
lim —— = () 
(h, k) — (0,0) ПА, K)1I 
onde E (Л, К) é a função dada por 
J(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + ah + bk + E (h, k). 


Como 


lim (ah + bk) = О 
(R, k) — (0,0) 


e 
h, k 
lm Ее. lim rar ER 
(h, k) > (0,0) (h, k) > (0, 0) H(h.k)ll 
resulta 


lim f (xo + h, yo + k) = f (xo. yo). 
(h.k)— (0.0) 


Logo, fé contínua em (х0, у0). 
ч 


Vamos mostrar, agora, que se f for diferenciável em (х0, y0), então f admitirá 
derivadas parciais em (x0, у0) e 


L (h. k) = CA (xo. yo) A + CA (xo. yo) k 
dx ду 


será a única transformação linear que goza da propriedade 


f (xo + h, yo + k) — f (xo, Yo) — E (хо, Yo) h — Ф (хо, уо) k 
дх Ф 


lim 
(h, k) = (0,0) ПОЛ, Юу! 


Teorema 2. Seja f: А С Re > R4 aberto, e seja (xg у) € 4. Se f 


for diferenciável em (x0, y0), então fadmitirá derivadas parciais neste ponto. 


Demonstração 


Sendo f(x, y) diferenciável em (x0, y0), existem reais a e b tais que 


E (h, k) 
im —— = 
(h, k) — (0,0) (A, КЭ!! 


@ 


onde E (h, K) 7 f( loy, +I) -/(х ууу) — ah — М. Segue de (1) que 


" : Xo + Л, vo) — f (Xo: Yo) — 
E(h0) _ tim Fo + h, yo) — f (xo. yo) — ah 


1 = 0. 
(h.k)— (0,0) (Л, ОП л-э0 lAl 
Daí 
E (xg + h, yo) — f (xg. yo) — ah 
tim L “0 Yo) — f (xo. Yo -0 
һ— 0 һ 
e, portanto, 
: xo + h. yo) — f (xo. y 
tim £ C + h, yo) A 2 
һә0 һ dx 
De modo análogo, obtém-se 
b= Ф (хо. Уо). la] 
Observação. Provamos acima que se 
lim (хо +h, уу + k)— (хо. yo) - ah — bk _ 0 
(h, k) => (0, 0) ICA, k)! 
entáo teremos necessariamente 


_% 


of 
а = — (xo. yo) e b = — (хо, vo) 
3x (0 YO 2v 0» YO 


. Deste modo, se f (x, y) for diferenciável ет (x0, y0), então 


of. df | 
а= — (xo, уо) ер = — (xo. vo) 
Ох ду 
serão os únicos reais para os quais o limite acima é zero. ` 
Segue do teorema 2 o seguinte importante 


Corolário. Seja f (x, y) definida no aberto A C Re e seja (xg. yy) € 4. 
Tem-se: 


a) f admite derivadas parciais em (Хо, Yo) 
f diferenciável em (xo, уо) = b) lim E(h К) _ 
| (h, k) > (0,0) (A. k) II 


ох 


Р \ 
E (h, k) = f (xo + h, yo + k) — f (xo. w) -Z o. yo) h - о. 23 
oy 


Observacóes 


1. Segue do corolário acima que para provar que uma função f é 
diferenciável em (x0, у0) é suficiente provar que fadmite derivadas parciais em 
(x0, y0) e que 


f (xo + h, yo + k) — f (xo. yo) — Ф (xo, Yo) h — Y (х0. Yo) К 
ox ov 


lim -0. 
(hi, k) — (0, 0) (Л, Юу 


2. Se uma das derivadas parciais não existir em (х0, у0), então f não será 
diferenciável neste ponto. 


3. Se ambas as derivadas parciais existirem em (х0, y0), mas se o limite 
acima não for zero, então f nào será diferenciável em (x0, y0). 


4. Se f não for contínua em (x0, y0), então f não será diferenciável em (x0, 
y0). 


Dizemos que fé diferenciável em B С Dfse f for diferenciável em todo (x, y) 
є В. Diremos, simplesmente, que / é uma função diferenciável se / for 
diferenciável em todo ponto de seu domínio. 


EXEMPLO 1. Prove que f(x, y) = x2y é uma função diferenciável. 
Solução 


Precisamos provar que fé diferenciável em todo (x, y) € R: (у= R>. J 
admite derivadas parciais em todo (x, y) € Re e 


of of 


9 
— (x, y) = 2xy e — (x, y) = x“. 
ду 


Ох 


Por outro lado, para todo (x, у) em р: 


23 of 


E (h, k) = f(x thy c K)- f (x; y) (х, y)h (x, y) k 
ox dy 
= (x + h)? (y + k)— x2y — 2xyh — x?k = 
= 2xhk + h2y + hk. 
АІ 
Сото, UU ve omms — Е. 
ч h“ + k“ 
E (h, k) : 2xhk + h2y + h?k 
lim —— lim = 
(h, k) = (0, 0) ПЛ, К) (А, k) — (0, 0) yh? +k? 
= Im E S ha CENE е0, 
(А, k) 2 (0,0) 24k2' 4n? + k2 4n? +k 


limitada ЕТЕ 


Portanto, f é diferenciável em todo (х, у) de Re ou seja, f é uma função 


diferenciável. 
ч 


EXEMPLO 2. 


2: y? 
ГО, у) = х2 + y! 
0 se (x, y) = (0,0) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


se (x, y) = (0,0) 


Solução 
f nào é contínua em (0, 0); logo, f não é diferenciável em (0, 0). Para a não 
continuidade de fem (0, 0), veja Exercício 2, Seção 9.1. Observe que f admite 
derivadas parciais em (0, 0). 
ч 


EXEMPLOS. 


— se (x, у) + (0. 0) 
0  se(x,y)=(0,0) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


Solução 
Lo, 0)= lim PALO ай Ri RM lim L=1. 
dx x— 0 x= 0 x— 0 x 
Ф (0,0) = tim 2000-7000) o, 
ду y>0 y-0 
Temos 

of af 
E(h, К)  f(0t- h.0 + k)— f (06,0) — — (0, 0) h — — (0,0) k 
(А, К) = f( 1 в Д ) E )h A ) 


| | hš 
ou веја, J; (Л, К) = = 5 = h Seve que 
h^-FE^ 


(л, Ю!! үл? +k? (h2 + k2) NE +k 


š ; е t 
como lim G (f, f) = lim —— 
t— 0 г-э0 2 42 Itl 


existe, resulta que 
: E (h, k) 
lim X E 
(h, К) — (0,0) II (A, К) 1 


logo, fnão é diferenciável em (0, 0). 


" 
Observação. Como 
0 „= EN 5 
(x, Ea TAS "T S gy Вале) 


resulta que fé contínua em (0, 0). Assim, fé contínua em (0, 0), admite derivadas 
parciais em (0, 0), mas não é diferenciável em (0, 0). 


Exercícios 11.1 


1. Prove que as funções dadas são diferenciáveis. 


a) f (x, y) = ху b)fG,y) = x+y 


Ё 22 1 
c)f x. y) = ХУ” d) f(x,y) = — 
xy 
: 1 . 2 2 
e)f x.y) = —— Р(х. у) = х + y 
ху 
2. fé diferenciável em (0, 0)? Justifique. 
5 x? x y? ° 
a) f (x, y) = ——— se (x, y) * (0, 0) e f (0, 0) = 0. 
IAN 
xy 
b) f (x, y) = — — е (x, y) * (0, 0) e f (0, 0) = 0. 
rp 
x 


с)| (x, y) = ——— se (x, y) * (0, 0) e f (0, 0) = 0. 


aa 


11.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA DIFERENCIABILIDADE 


Nosso objetivo, nesta seção, é demonstrar que a continuidade em А, А aberto, 
das derivadas parciais de uma função f garante a diferenciabilidade desta função 
em todos os pontos de A. Este resultado é bastante importante, pois, em muitas 
ocasiões, é mais fácil verificar a continuidade das derivadas parciais do que a 
diferenciabilidade diretamente pela definição. 


Teorema. Sejam f A C R: = R A aberto, е (xg, yg) € A. Se as 


of df 


derivadas parciais e existirem em 4 e forem contínuas no 
dx dy 


ponto (х0, y0), então f'será diferenciável neste ponto. 


Demonstração 


Como А é aberto, existe uma bola aberta В de centro (х0, y0), contida em А. 


Sejam Л e k tais que (x0 + h, y0 + k) € B. Temos 


f (xo + h, уу + k) — f (xo. yo) = f (xo + h, yo + k) — f (xo. yo + k) 


n? 
+ f (xo. yo + K) — f (xo. уо). 
dD 


Fazendo G (x) = f(x, yo + k), pelo TVM existe A entre xo e xg + л tal que 


(D = G Go + )- Соо) GG) hi S G. yo + k) A. 


Do mesmo modo, existe y entre yg e yg + k tal que 
ID = Ф xo, У) k. 
(ID ET (х0. Y) 


Assim, 
f (xo + h, yo + k) — f (xo. yo) = La, vo + k) h + = (xo. Y) К. 
x v 


Subtraindo а ambos os membros da igualdade acima 


of 


of t 
ba ` y h — (x 4 Vi K obtemos: 
Эх (xo. Yo) AA T" 0. Уо) 


J Оо + h, уу + k) — f (xo. yo) — 2 (нь Yo) h La, Yo) К 


d Y Lo Y ] 
= | C (X, yo +k)—— (хо, yo) |h + | —— (хо, Y) ^ — (xo, yo) | К. 
Ë (X, yo + k) эх 0 yo)|h дуо y) m | 
Segue que 
f Gro + yo +K- f (9:39) 7 E Go x9) 1 — ® (xo, X) 
- < 
H(h.k)ll 
limitada 
“Ї ч, nri- бо, Yo) | TO 
ex ү +} 
ай) —— 
+19 21 ПА 
(хо, У)--42-(Хо,Уо) ———[ 
i ду (12-42 


of 


е — em (Xp yg)» e>» 
dx dy 0 0 


as expressões (III) e (IV) tendem a zero, quando (A, k) — (0, 0), e, portanto, 


Y of 


f (xo + h, yo + k) — f (xo. 3) 3 00 vo) = Sy Qn. yo) k 


Pela continuidade de 


lim 20 
(h, k) = (0, 0) (Л, К) 


logo, fé diferenciável em (x0, y0). 
ч 


Seja f(x, y) uma função. Dizemos que f é de classe Cl no aberto А se 


forem contínuas em 4. 


dx Ф 


Segue do teorema anterior o seguinte 


Corolário. Seja f: A С Re m R A aberto. Se f for de classe Cl em 4, 


então f será diferenciável em A. 


são continuas em Re 


Observação. O teorema anterior conta-nos que se fadmite derivadas parciais em 
А e se estas são contínuas no ponto (x0, у0), então f será diferenciável em (х0, 
y0). A recíproca, entretanto, não é verdadeira: existem funções que são 
diferenciáveis num ponto sem que as derivadas parciais sejam contínuas neste 
ponto. O exemplo seguinte exibe-nos uma tal função. 


EXEMPLO 2. Seja 


> > 1 
. (x^ + у) ѕеп —— se (x, y) € (0, 0 
f(x. y) = у) х? + у? = 


0 se (x, y) = (0, 0) 


of . of 


E 
dx ду 


a) Determine 


5) Mostre que não são contínuas em (0, 0). 


dx dy 
c) Prove que fé diferenciável em (0, 0). 
d) Prove que fé uma função diferenciável. 


Solução 
a) 
x2 sen — 
- 2 
Y (0,0)= lim POMO 0) lim 22 ou seja 
ox x0 х= 0 x0 É 


df 0 .- 
p ҮД x -0. 


= 1 2x 1 
of ipsias 2xsen = E = m - cos — +? se (х, у) x (0,0) 
0 se (x, y)=(0, 0) 


1 2x 1 
Y y 298323 3 x y cos——— se (x, у) * (0,0) 
ac» Edy 3 y хЭту 
0 se(x, у)= (0,0) 


of д] 


b) li m — (t. t) nào existe. (Verifique.) Logo, " não é 
1530 dx дх 
contínua em (0, 0). 
De modo análogo, verifica-se que f não é contínua em (0, 0). 
ду 
с) 
of Y Juri 1 
0+h,0+k)— f(0,0)———(0,0)5— —(0,0)k (h? +k? ua 
Ho+h )— 700,0) E )h a ) И Sen 
TOR, үл? +? 
= үл? +k? sen ———у. 
, NP ITE 
Como 
lim беп = 


(h.k)—(0.0) 


"eiua 
of я of 
дх ду 


, resulta que fé diferenciável em (0, 0). 


d) f é diferenciável em todo (x, у) # (0, 0), pois, 
contínuas em todo (х, y) Z (0, 0). 


Conclusão. fé uma função diferenciável em todo (x, y) € D (D= R>. 


EXEMPLO Verifique que 


3. 4 
X 
у se(x,y)#(0,0 
Jisa iba RO 


0 se (x, y)=(0, 0) 


é uma função diferenciável. 


Solução 


2x5 + 4x3y2 


XC y)= EA se (x, y) = (0, 0) 
4 0 


se (x, y) = (0, 0) 


= — 5 se (x, у) = (0, 0) 

0 | se (x, y) = (0. 0). 
д д 2 
f óf 


são continuas em R: 


Vamos mostrar que 
of öf 
E =, 

дх ду 


contínuas. 


são contínuas em todo (x, y) # (0, 0), pois são quocientes de 


Em (0, 0), 


| . 2x5 + 4x3y2 
lim Ф (х, у) = lim + == 
(x, y)>1(0, 0) dx (х,у) (0.0) (x^ + у) 


limitada 


= lim 2, 
(x, y) = (0,0) 


limitada 


ou seja, 


lim ef х,у) = 0 = Y (0, 0); 


(х,у) > (0, 0) dx dx 
97 é contínua em (0, 0). De modo análogo, prova-se que of 
дх ду 


contínua em (0, 0). 


logo, 


of д0] > 


e ——em R , segue que fé diferenciável em 


ðx ду 


Da continuidade de 


Re 


ч 
Observação. Para todo (x, y) 2 (0, 0), temos: 
9 2 2 4 2 5:0 PM 
oar «х ty >x s (0 +у) 0w T Sl; 
А I (x? + y?) 
ү < x“ + y^ 
ë 
X 
= х?у? < (+ y) > 0 < — ын! 


(x“ + у? y 


Exercicios 11.2 


1. Verifique que a função dada é diferenciável. 
a) f(x, y) =ex= 2 
b) f(x, y) = x4 + y3 
c) f(x, y) = x2y 
d) f(x, y) = In (1 + x2 + y2) 
e) f(x, y) = x cos (x2 + y2) 
7) f(x, y) = arctg xy 


2. Determine o conjunto dos pontos em que a funçào dada é diferenciável. 


Justifique. 
T (х, y) € (0,0) 
— BO LA, Y " 
a) f (x, y) = х? +у? : 
0 se (x, y) = (0, 0) 
x 
b) fG,y) = = se (x, y) E (0.0) 
lo se (x, у) = (0,0) 
3 
Xy мэ? 
c) f G, y) = => se (x, у) +(0,0) 
lo se (x, y) = (0,0) 
MESES 
4) Г(х, y) = 4e xy! -1) ce x2 + y? «1 
0 se x? + y? 2] 


11.3. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 


Sendo f(x, y) diferenciável em (x0, y0), temos: 


f (хо +h, yo + К)— (хо. уо) E (хо. yo)h— LAT yo)k 
: ox ду 2 
lim =0. 
(h, k)—>(0, 0) Ih. X] 


Fazendo x = x0 + h e y = y0 + k, resulta 


f (x, y) — f(xo, yo) — Ф (хо. уо) (X — х0) — Lio, yo)(y — yo) 
ox dy 


lim = =0. 
(x, у)—э(хо. yo) 10, y) — (хо, Yo) || 


Seja E (x, у) o erro que se comete na aproximação de f(x, у) por 
d 0 
T (x, y) = f (хо. Yo) + LA (Хо, Yo) (x — xg) + g. (хо. yo) (У — yo). 
dx dy 
Assim, 


Јоу) = T(x,y) + E (х,у) 


onde 
| E (x, y) 
lim : 


——— v À 
(x, y) Go. yo) ||(x, y) — (xo; Уо) 


Do que vimos na Seção 11.1 (veja, também, o Exercício 15 desta seção), 
resulta que T(x, y) é a única função afim que aproxima f(x, y) com erro E (x, y) 
que tende a zero mais rapidamente que ||(x, у) — (x0, y0)||, quando (x, y) tende a 


/ 


(x,y ).| Dizer que E (x, y) tende a zero mais rapidamente que || (x, y) — (х, 


004 0 
y0) Il. quando (x, y) tende а (х0, y0), significa que 


| E (x,y) 
lim —— = 
(х,у) > (xo, yo)  ll(x, y) — (xo, yo)ll 


Definição. Seja fdiferenciável no ponto (x0, y0). O plano 


А С 2 
@ ¿1000 = 2 rog sp к — xg) + L (х,у) (y — 30) 
dx ду 


denomina-se plano tangente ao gráfico de fno ponto (x0, y0, f (x0, у0)). 


Observe que só definimos plano tangente em (х0, y0, f (х0, y0)) se f for 
diferenciável em (x0, y0). Se f nào for diferenciável em (x0, у0), mas admitir 


derivadas parciais neste ponto, então o plano existirá, mas não será plano 


tangente. Veremos mais adiante que se f(x, y) for diferenciável em (x0, y0), o 
plano conterá todas as retas tangentes ao gráfico de / no ponto Go yy 3 


(x0, y0)). 
Em notação de produto escalar, o plano (1) se escreve: 


| Y (Xo. уо), af (Xo. уо), ) : [(x, y, 2) — (Хо, Yo» f (xo, Yo DI = 0. 
ox dy 


Segue que o plano tangente em (x0, y0, /(х0, у0)) é perpendicular à direção do 
vetor 


of af 
@ => (xo, уо), — (xo. yo), — 1 ) 
| E 2522 Qy S ts 
A reta que passa pelo ponto Gy yy е» эр e é paralela ao vetor (2) 


denomina-se reta normal ao gráfico de f no ponto (x0, y0, f (x0, y0)). A equação 
de tal reta é: 


(x,y,z) = (хо. yof (хо. Y9) + À E (Xo. Yo), = (х0. Yo). — ') À € R. 


plano tangente 


reta normal 


x 


—-y 


EXEMPLO 1. Seja f(x, y) = 3x2y — x. Determine as equações do plano tangente 


e da reta normal do ponto (1, 2, f(1,2)). 
Solução 


Plano tangente 


fa.2)25 
Ф су -бху-1-20,2)-11 
dx dx 

of yeu s OX q 223 
y 0» $c 3; 


A equação do plano tangente é 


2 fa,2) = Lana D+ Lazo 2) 


2-5-11(х-1)43(у-02) 


Reta normal 


of of 
7) = — (1, 2), Á (1,2), —1|A ЄВ. 
(9) = (1,2,7 4,2) +A | 3, 0,2) a! ) 
ou seja, 
(х,у, z) = (1, 2,5) + à (11,3, – 1), À € R. = 
EXEMPLO 2. Seja 


ху? 
fGx,y) = 1 x2 + y? 
0 se (x, у) = (0, 0). 


se (x, y)= (0, 0) 


Mostre que o gráfico de fnão admite plano tangente em (0, 0, f(0, 0)). 
Solução 


De acordo com a definição, para que fadmita plano tangente no ponto (0, 0, / 
(0, 0)), fdeve ser diferenciável em (0, 0). Se provarmos que fé não diferenciável 
em (0, 0), seguirá que fnão admite plano tangente no ponto dado. Temos: 


F (0,0)=0e Y (0, 0) = 0. (Verifique.) 
ox ду 


f(0-- h, 0-- K)— f(0,0)— 2 0.0952 (0.0) 


x 


hk? 
Ch, || (h? +K?) (82-42 


hk? 
(h? +12) m2 + к? 


sejaG (h. k) = 


. Temos: 


lim G(0, t) = 0 


1—0 
: 1 
lim G(t, f) = ——. 
t—0* F^ 
Assim, 
f (0-- h,0-- к)— f(0,0)— E (0,0) n — 2 (0,0)k 
lim dx gx 
(h, k) (0, 0) 10. К) 


não existe, logo, f não é diferenciável em (0, 0); portanto, f não admite plano 
tangente no ponto (0, 0, f (0, 0)). Observe que o plano 


z— f(0,0) = Y (0, 0) (x — 0) + Y (0, 0) (y — 0) 
ox dy 


ou seja, 
z=0 


não contém a reta tangente à curva y (1) = (t, t, f (t, £)) no ponto y (0) = (0, 0, f (0, 
0)). De fato, a reta tangente a y no ponto (0, 0, £(0, 0)) = (0, 0, 0) é: 


1 
(x, y, z) = (0,0,0)+А [1 1-5 „AER 
que, evidentemente, não está contida no plano z = 0. 


Exercicios 11.3 


1. Determine as equações do plano tangente e da reta normal ao gráfico da 


função dada, no ponto dado. 


а) f(x, у) = 2x2y em (1, 1,701, 1). 
b) f(x, y) = х2 + y2 em (0, L, f(0, 1)). 


c) f(x, у) = 3x3y — xy em (1,— 1,/(1,-— 1)). 
d) f(x, y) = xex2 — y2 em (2, 2, f (2, 2)). 


1 1 
e) f (x, y) = arctg (x — 2y) em [2 ru f (2 5) 


PF, y) NIE: 
х, Y) = хует | =, =, == | К, 
DI, y y 27 12 > 
. Determine o plano que passa pelos pontos (1, 1, 2) e (~ 1, 1, 1) e que seja 
tangente ao gráfico de f(x, y) = xy. 


. Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + y e tangente ao 
gráfico de f(x, y) = x2 + y2. 


. z=lxtyéa X do plano tangente ao gráfico de f(x, y) no ponto (1, 


(1, De La, (57 


2 X О 


1,3). бла 


. 2x + y + 3z = 6 é a equação do plano tangente ao gráfico de f (х, y) по 
ponto (1, 1, 1). 
a) of of 

Calcule (1. )е 2 (1, 1). 


dx О 


Ь) Determine a equação da reta normal no ponto (1, 1, 1). 


| 5 X 
Considere a função f (x. y) = v $ — [onde ф (u) é 
J „ y 


uma funçào derivável de uma variável. Mostre que os planos tangentes ao 


gráfico de f passam pela origem. 


Considere a função f( X y) = ————— Mostre que 
Ш "9. Э 


х? + ve 


os planos tangentes ao gráfico de f passam pela origem. 


. Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + Зу e tangente ao 


gráfico de f(x, у) = x2 + xy. 


Determine os planos que sejam tangentes ao gráfico de f(x, y) = x2 + y2 e 
que contenham a interseção dos planos x + y + z=3ez=0. 


В é um plano tangente aos gráficos de f(x, y) = 2 + x2 + y2 e g (x, y) = — 
х2 — y2. Mostre que a2 + b2 = 1, sendo (a, b, f (a, b)) o ponto em que £ 
tangencia o gráfico de f. 


. Considere a função f (x, у) = 1 — x2 — y2. Seja а o plano tangente ao 


gráfico de fno ponto (a, b, 1 - a2 - b2), com a > 0, b > 0 e a2 + b2 < 1. 
Seja V o volume do tetraedro determinado por a e pelos planos 
coordenados. 


a) Expresse V em função de a e b. 


b) Determine a e b “para que se tenha 
oV aV 
— (a, b) = Ое — (а, b) = 0. 


da db 


. Determine os planos tangentes ao gráfico de f(x,y) = 2 + x2 + y2 e que 


contenham o eixo x. 


. Considere a função f (x, у) = xg (x2 — y2), onde g (u) é uma função 


derivável de uma variável. Mostre que o plano tangente ao gráfico de /по 
ponto (a, a, f (a, a)) passa pela origem. 


. Afuncáo z = z (x, y) é diferenciável e dada implicitamente pela equação 
> 3 7 


b ex у“ 2^ 


хох yo y 202 
— + 
a? b+ et 
do plano tangente no ponto (x0, у0, 20), 20 #0. 


— 1 é a equação 


15. Seja z= f (x, y) diferenciável em (x0, y0). Seja Sa função afim dada por 
S (x, y) = a (x — х0) + b (y — y0) + c. Suponha que 


fe у) = S x, у) + E (x, y) 
сот 
: E (x. y) 
lim — = 0. 
(х, у) > (хо. yo) ll(x, y) — (xo. Уо )!! 


Conclua _ que 

д df : 

ü——— (Xo. Уо y b = (хо. Yo) ес = f (Xo. yo) 
dx dy 


11.4. DIFERENCIAL 


Seja f(x, y) diferenciável em (x0, y0) e consideremos a transformação linear 
(transformação é sinónimo de função) L : Re > R dada por 


D L(h, k) = E болий 
дх dy 


Segue, do que vimos anteriormente, que L (h, k) é a única transformação linear 
de || 82 em R que aproxima o acréscimo 


/(х0 + h, y0 + k) — f (x0, y0) 


com erro E (h, k) que tende a zero mais rapidamente que || (h, k) ||, quando (A, k) 
tende a (0, 0). Isto é, 


f (xo + h, yo + k) — f (xo. yo) = 9 ба, yo)h + z (xo. Yo)K +E (h, k). 
ox dy 
L (h, К) 


Com 


: E (h. К) 
lim — = 


(А. к) = (0,0) (A, КЭ! 


Pois bem, a transformação linear L, dada por (1) denomina-se diferencial 
de fem (х0, у0). 
Seja 
d 
T (x, y) = f (ху. yo) + 4 (Xo. Yo) (x — xo) + 4 (хо, yo) (Y — yo) 
ox 3 


. Sabemos que o gráfico de T é o plano tangente ao gráfico de f no ponto ((x0, 
y0), f (x0, y0)). Fazendo x = x0 + he y = y0 + k, vem: 


T (xo + h, yo + k) — f (xo, yo) = Y (xo. уо) + Ф (хо. уо)К. 
ox ду 
L(h,k) 
Segue que L (h, k) é a variação que sofre T, quando se passa do ponto (х0, 
y0), ao ponto (x0 + A, yO + k). 


Por outro lado, f(x0 + h,y0 + k) — f (x0, y0) é a variação em f quando se 
passa de (x0, y0) a (x0 + h, y0 + k). Temos: 


f (xo + h, yo + k) — f (Хо, yo) = Ф (xo yo)h + gy (xo. Yo) k 
ox oy 


sendo a aproximação tanto melhor quanto menores forem os módulos de h e k. 
Muitas vezes, referir-nos-emos a 


of of 
= Ge ` MN )h + — (x . У )k como a 
rs 0. YO 7а 0. VO 


diferencial de fem (х0, у0), relativa aos acréscimos h e К. 


Consideremos, agora, a função diferenciável z = f (x, y). Em notação 
clássica, a diferencial de f em (x, y), relativa aos acréscimos dx e dy é indicada 
por dz (ou por df): 


of of 
dz = — (x, y) dx + = (x, y) dy. 
Q &= асар NA 


No que se segue, referir-nos-emos a 2 simplesmente como a diferencial 


de z= f(x, y). 
O símbolo Az será usado para representar a variação em /, quando se passa 
de (x, y) a (x + dx, y + dy): 


Az= f(x + dx, y + dy) = f(x, у). 
Assim, 
AEE dz 
sendo a aproximação tanto melhor quanto menores forem os módulos de dx e dy. 
EXEMPLO. Seja z = x2y. 


a) Calcule a diferencial. 

b) Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para a variação Az em 
z, quando se passa de x= 1 e y = 2 para x = 1,02 e y = 2,01. 

c) Calcule o erro cometido na aproximação acima. 


Solução 


gf of 5 i 


= 2хуе —— = Дачі, уак dy. 


dx dy 

b) Az EE dz ou Az == 2xy dx + x2 dy. 

Fazendo x = 1, y = 2, dx = 0,02 e dy = 0,01 resulta A= 0,09. 

с) Az = (x + dx)2 (у + dy) — x2y = (1,02)2 (1,01) — 2 = 0,091204 (valor exato). 
O erro cometido na avaliação acima é 0,001204. 


Exercícios 11.4 


1. Calcule a diferencial. 
а) z = x3y2 
b) z= x arctg (x + 2y) 
c) z = sen xy 
d) u= es2 — 2 
e) T= In (1 + p2 + v2) 
f) x = arcsen uv 

2. Seja z= x ex2 — y2. 


a) Calcule um valor aproximado para a variaçào Az em z, quando se passa 
dex-ley-lparax = 1,01 e y = 1,002. 


b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y = 
1,002. 


TN, сэ 3! 
Seja 7 = y X + X у: 
a) Calcule a diferencial де z no ponto (1, 8). 


b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y = 
7,9. 


c) Calcule um valor aproximado para a variação Az em z, quando se passa 
de x= 1 e y = 8 para x = 0,9 e y = 8,01. 


4. Calcule um valor aproximado para a variação АА na área de um retângulo 
quando os lados variam de x = 2 m e y = 3 m para x = 2,01 m e y = 2,97 
m. 


5. Uma caixa de forma cilíndrica é feita com um material de espessura 0,03 
m. As medidas internas são: altura 2 m e raio da base 1 m. A caixa é sem 
tampa. Calcule um valor aproximado para o volume do material utilizado 
na caixa. 


10. 


TI; 


12. 


ү2 


К 


watts. Se V = 100 volts e R = 10 ohms, calcule um valor aproximado para 
a variação AP em Р, quando V decresce 0,2 volt e R aumenta de 0,01 
ohm. 


A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = 


A altura de um cone é Л = 20 cm e o raio da base r = 12 cm. Calcule um 
valor aproximado para a variação AV no volume quando h aumenta 2 mm 
e r decresce 1 mm. 


Calcule aproximadamente (1,01)2,03. 


Um dos catetos de um triângulo retângulo é x = 3 cm e o outro, y = 4 cm. 
Calcule um valor aproximado para a variação Az na hipotenusa z, quando 
x aumenta 0,01 cm e у decresce 0,1 cm. 


Defina diferencial de uma função de três variáveis. 
Calcule a diferencial. 


u+2v—t2 


ы 
a)w = хус Бух- e? d)s = (1 + х7) 


Calcule aproximadamente 


(0,01)? + (3,02)? + (3,97)? 


11.5. O VETOR GRADIENTE 


Seja z = f (х, y) uma função que admite derivadas parciais em (х0, y0). O 


vetor 


7 7) 
У f(xo, уо) = А (Xo. Yo), С (Хо. Yo) |. 
Эх ду 


denomina-se gradiente de fem (x0, y0). Outra notação usada para o gradiente de 
fem (x0, y0) é: grad f(x0, y0). Geometricamente, interpretaremos Vf (x0, y0) 
como um vetor aplicado no ponto (x0, y0). 


EXEMPLO. Seja f (x, y) = х2 + y2. Calcule Vf (1, 1) e represente-o 
geometricamente. 


Solução 
V f(x,y) = of (x, y), of (x, y) | = (2x, 2y). Assim, 
dx dy 
> > 
Vf (11)=(2,2)=2i+2j. 
y 
i Jin 
! 
1 х El 


Suponhamos, agora, que f(x, y) seja diferenciável em (x0, y0). Temos: 


f (x, y) = f (хо, + E corvo x9)+ E (a, JOY yg) + Elx, у) 


| E (zy 
lim FE = 0. 
(х, y) > (хо, Yo) 10, y) — (xo. yo)! 


Tendo em vista a igualdade 


F р a+ ® 00,00) Vf (хо. yo) 10. y) — (хо. yo)] 


resulta 


MEM 


Fx, y) = fo. уо) + Vf Gro. уо) ЦОХ, y) 7 (xo, yo)] + E(x, у) 
А E(x, y) 
lim — —yYü0(. 
(x, y). уо) |x Y) — (xo. yo)| 


Fazendo X = (x, y) e ХО = (x0, y0) teremos: 
f (X)= f (Xo) + Vf (Xo): (X — Хо) + E (X) 


com 


E (X) 
LI —n 
X5X ||X — Xo | 


Já vimos que se f(x) for função de variável real e diferenciável em x0, então 


f @) = f (xg) + f' (0) (x — xp) + EQ) 


com 


Em Q PO a 


х-эх, |X — XQ 


Sendo f (x, y) diferenciável em (x0, y0), nada mais natural, então, do que 
definir a derivada de f em (x0, y0) por: / (x0, y0) = V f (х0, y0). Assim, а 
derivada de f(x, y) em (x0, y0) é o gradiente de fem (x0, y0). 


Mais adiante, destacaremos as principais propriedades do vetor gradiente. 


Exercícios 11.5 


1. 


Calcule V f(x, y) sendo f(x, y) = 


a) х2у 
b) ex2 — y2 
c) X 
y 
d) X 
arctg 


y 
Defina gradiente de uma função de três variáveis. Calcule V f(x, y, 2) 
sendo f(x, y, 2)- 
а) 3 
y x? + y? EE 
b)x2+y2+22 
c) (x2 + y2 + 1)22 
2 х 


zarctg 7" 
у 


Seja f(x, y) = x2 — y2. Represente geometricamente V f (x0, y0), sendo 
(x0, у0) = 


a) (1,1) 

b) (-1,1) 

2)(-1,/-1) 

d) (1,- 1) 
х 

Seja f(x, у) = arctg ©. Represente geometricamente V f(x ‚у ), sendo 
у 0.0 


(x0, y0) um ponto da circunferência х2+у2 = 1. 


Seja f(x, y) = x2 + y2 e seja y (1) = (x (0, y (0) uma curva diferenciável 
cuja imagem está contida na curva de nível f(x, y) = 1, isto é, para todo t 
no domínio de y, f(x (0), y (0) = 1 (dê exemplo de uma tal curva). Seja у 
(10) = (x0, y0). Prove que у (0): V f (x0, y0) = 0. Interprete 
geometricamente. 

(Sugestão: para todo t no domínio de y, (x (2)2 + (y (2)2 = 1; derive em 
relação a te faça t= 10.) 


Seja f(x, y, z) = х2 + y2 + 22 e seja y (t) = (x (0, y (0, z (D) uma curva 
diferencial cuja imagem está contida na superfície de nível x2 + y2 + 22 = 
1. Seja y (10) = (x0, y0, z0). Prove que у (10) - V f(x0, y0, 20) = 0. 
Interprete geometricamente. 

Calcule / (x, y) sendo f(x, y) = 

a) ху 

b) 2x — y 

c) X 


d) arcsen xy 


Seja f(x, y) = xy e seja y (1) = (x (2), y (0), t € I, uma curva diferenciável 
cuja imagem está contida na curva de nível f(x, y) = 2. Mostre que para 
todo t em /,У (0: V f(y (D) = 0. Dé exemplo de uma curva cuja imagem 
esteja contida na curva de nível xy = 2. 

Sejam f(x, y) = y - х2 e y (1) = (sen t, sen2 t). 

a) Verifique que a imagem de y está contida na curva de nível y — x2 = 0. 


5) Desenhe a imagem de у. 


c) Verifique que para todo t, у (0: V f (p) = 0. 


. Seja f(x, y, zZ) = х2 + 4y2 + 922. 


a) Dé exemplo de uma curva y (1), diferenciável, cuja imagem esteja 
contida na superficie de nivel x2 + 4у2 + 922 = 1. 


b) Verifique que V f(y (0) : y' (0 = 0. Interprete geometricamente. 


Considere a função f(x, y, z) = х2 + 4y2 + 922 e seja y (D = (x (0, y (0, y 


- (?)) uma curva diferenciável qualquer, com imagem contida na superfície 


de nível х2 + 4y2 + 922 = 1, e tal que y (10) = (x0, y0, 20). 


a) Prove que V f(x0, y0, 20). у (10) = 0. 
b) Determine a equação do plano tangente à superfície de nível dada, no 
ponto (х0, у0, 20). 


с) Determine a equação do plano tangente à superfície de nível х2 + 4у2 
+ 922 = 14, no ponto (1, 1, 1). 
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REGRADA CADEIA 


12.1. REGRA DA CADEIA 
Sejam f(x, y) uma função definida num aberto do Re y (Ü uma curva 


definida num intervalo /, tais que y (f) € Df para todo t € T. Nosso objetivo а 
seguir é provar que, se fe y forem diferenciáveis, então a composta F (1) = f (y 
(2) será, também, diferenciável e vale a regra da cadeia 


F'(0- VIGO y (0 


onde V f(y (0) (1) : y' (D) é o produto escalar dos vetores V f(y (1) e y' (0). 
Vamos precisar do seguinte lema. 


Lema. Se f: 4 С Re > R4 aberto, for diferenciável em Xo Є 4, então 


existirá uma função y (X) definida em A tal que 


ЛОО - f(X0) = V f(X0) - (X - X0) + e (X) | X- X0 || 


com lim q(X)=0=q(X). 


rax 


Demonstração 
Sendo / diferenciável em X0 tem-se 
FA) — f(X0) = V f(X0) - (X - X0) + E (X) 


com 


lim = = 0. 


X X, ЇХ— Xoll 


Tomando-se 


E(X) 


O = që Жый. 


0 se X = Xo 


segue a nossa afirmação. Observe que q (X) é contínua em ХО. 
ч 


Note que no lema acima nada muda se supusermos / uma função de n 
variáveis. 

Antes de enunciar e demonstrar a regra da cadeia para derivação da 
composta de uma função de duas variáveis com uma curva, vejamos o seguinte 
exemplo. 


EXEMPLO 1. Sejam f(x, y) = xy e y (D = (83, 2). Considere a composta F (1) = f 
0.0). 


a) Calcule F (1). 
b) Calcule F” (1) e verifique que F' (0 = V f(y (0) : y (0. 


Solução 


a) F (t) = f(y (p) = f (13, 2) = 15. Observe que F fornece os valores que f (x, y) 
assume nos pontos da curva у (0) = (13, 12). 


»Vfa у) = | 25, 2. | = y) 


segue que V f(13, 12) = (22, 13). Por outro lado, у (1) = (32, 21). Assim, 
V f(y (0) : y' (0 = (2, 3) : (32, 20) = 3⁄4 + 214 
ou seja, 


УЈО(0) у (0 -544-Р (0). 


Teorema. Sejam f: A С Re > р. А aberto, e y : — Re tais que y 
(1) € A para todo (по intervalo 7. Nestas condições, se y for diferenciável em 
10 e fem ХО = y (10), então a composta F (1) = f (y (1)) será diferenciável em 


10 e vale a regra da cadeia 


F'(0)= V f(y (0) у' (00). 


Demonstração 
Pelo lema, para todo X € А, 
© f -fX = V f (Ху). (X — Хо) + ф(ХУХ-Хо! 
onde 
lim Ф(Х)-0- ọ (Xo). 
Х-Х, 


Substituindo em (1)* рогу (0 e X por y ( ) e dividindo por r= 1, 1# 1. 
vem 


y (t) — (t, - 1) — y(t ly (1) — y(to)ll 
FO) f to» = ууу): YO- Yo). угуу ПРО Ho 
t-t t= tg 1 — to 


Observe que 


Пу) — y (o) 1t— tol |у) — убо) 
t — to t — to t-t (| 


limit tada 


lim 2)! ol; =0 e lim [29-76 | iy (1 
t > to — 10 э t— to 
resulta 


im eco» MOV o, 


Logo, 
Fas dm 20-20) im LLO y в 
w t-t 124 1- to 


A demonstracáo do teorema acima é exatamente a mesma, se substituirmos f 
de duas variáveis por f de n variáveis. 
Segue desse ültimo teorema que se f for diferenciável em 4 C 2 e 


diferenciável em /, então a composta F (t) = f (y (1)) será diferenciável e, para 
todo tem /, 
F'(0- VIGO : y 0. 


Fazendo y (1) = (x (t), y (0) e lembrando que 


д] 7 


vom = Laos, S e). yan) ey @ = (2-2) 


resulta 


dF 
—(t) = 248 mE 
dt д 


+7 - (x(t), yay <=. 


Escreveremos com frequência 


dF _óf ах, ðf dy 


dt ¿dx dt ду dt 
of д] 


e 
Ox ду 


for calculado em +. 


ficando subentendido que devem ser calculados em (x (0), y 


(0) quando 


dt 


Com frequência, ocorrerão, ainda, problemas do seguinte tipo: são dadas as 


dz 


funções diferenciáveis z = f(x, y), x = x (t) e y = y (t) e pede-se calcular 


Evidentemente, o que se deseja é a derivada da composta z = f(x (0), y (0). 
Assim: 


dz Й uu of d of dy 
= — Lf (x, y)] = of ах + д] m 
dt dt dx dt ду dt 


ou ainda, 


2 dz dx y 92 dy 
dt  óx dt ду dt 


Tudo se passa da mesma forma no caso em que f é uma função de três ou 
mais variáveis. 
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EXEMPLO 2. Sejam z - х у, х= et ey = 21+ 1. Calcule 2 


а 


Solução 


1.ºprocesso 


9 


4 


z = yx = é 


dz 2 2 
— = 4te (21 + 1) + 2e?” 
dt 
ou seja, 
dz 2 


dt 
2.ºprocesso (regra da cadeia) 

dz dz dx 4 dz dy 

dt ox dt ду dt 


2 2 dx dy 
gx ADE 2xy, Da х, = = е? e 2 = 2, 
dx ду dt dt 
Assim, 


dz ” 
ES = 4xyte!” + 2xº 
dt 


2 
e = ae" Qr + De? + 28 = 20 a? + 2t + 1]. " 


EXEMPLO 3. Seja F (д = f (е2, sen f), onde f (x, y) é uma função dada, 
diferenciável em "a 


a) Expresse Р” (f) em termos das derivadas parciais de f: 


b) Calcule Р” (0) supondo (1, 0) = 5. 


ду 
Solução 


a) F (p = f(x, y) onde x = et? e y = sen t. 

dF 4 dy 

-- = 91 x: y) ах ЕЗ 91 (x: y) ау А 
de дах dt ду dt 


Daí 


д] 


9 9 
Е' (0 = x (е, sent) 21е + E 
x 


‚ Sen f) cos f. 


b) F' (0) = 21 (1,0)-0+ al (1, 0) - 1; logo 
дх ду 


Е' (0) = 5. 

п 

EXEMPLO 4. z = f (x2, Зх + 1), onde f (и, v) é uma função de classe Cl em R 
2. 


vá 


nd š os А 
а) Expresse em termos das derivadas parciais de f. 


b) Verifique que 


dz 2 97 4.443 L - (1,4). 


Solução 


Sendo f(u, v) de classe Cl em Rere v) será diferenciável em 1822 u= 


х2 е у = 3x + 1 também são diferenciáveis. Podemos então, aplicar a regra da 
cadeia. 


а)2= }(и, v),ux2ev=3x+ 1. 
23 = ша i ES n. LP дал 
dx ди ах ду ах 


ou seja, 


dz д д 

E ct 02 3x + 1) +3 — f. 2 3x + 1) 
dx ди ду 

b) Fazendo x = 1 na expressão anterior, obtemos: 

dl 28 (у лу+з L (уду, г 
dxly=1 ди ду 


EXEMPLO 5. Seja g (x) = f(x, х3 + 2), onde f(x, у) é uma função dada, 
definida e diferenciável num aberto do R: Expresse g' (x) em termos das 


derivadas parciais de f. 
Solução 
g (x) = f(x, y) onde y = x3 + 2. 
of dx д óf y 


sue e y) — x m (x, » Z, 


ou seja, 


97 


g (92 2. (х9 + 2у + 32 La + 2). п 
дх ду 


EXEMPLO 6. Suponha f(x, у) diferenciável e que, para todo x, 


f(3x+1,3x-1)=4. 


Verifique que 
97 (зх + 1, 3х — 1) = -2L + 1, 3x — 1) 
дх 

Solução 


Para evitar confusão com as variáveis, vamos primeiro substituir x por t. 
Assim, para todo t, 


ft 1,31 1) = 4. 


Derivando em relação а t os dois membros obtemos: 


— [f(3t+1,3t— 1)] = 0 


Como 

q ðf dx 91 dy 
—[JfGt+ 1,31 — 1)] = — (3t + 1,31 — 1) — + — (3t+ 1,3t — 1) — 
dt [7 1 дх dt ду й 


= Qt + 1,3t— 1) 


-32 ваа ar- 3 97 


teremos, para todo f, 


af (3t +1, 3f — D432£ :41,34-1)-0 
d ду 


ou seja, 
97 (3+ 1,31— 1) = AL 13m 1): 
дх ду 


Segue que, para todo x, 


27 аду, 3x — 1) = — (3x-F 1:37: Dy 
дх E 


Observação. Sejam f(x, y), g (x) e ^ (x) funções diferenciáveis e seja y (x) = (g 
(х), h (x)). Assim, 


/(в 0), h (x)) = f (x)). 


Pela regra da cadeia 


d d 
— [fFe (х), А (х))]= — [f (y(x)) ] = V f(y y (х), 
dx dx 


ou seja, 


d д 7 , 
— [f(e x), h(x))] = 9f (g (х), h Q9) g' (x) + 91 (g (x). h (ху) A! (x). 
dx дх ду 


Vamos, agora, resolver o exemplo anterior trabalhando diretamente com а 
equação 


/(3х + 1,3х— 1) = 4. 


Derivando em relação a x os dois membros, obtemos: 


2. | 1(3х:551,3х7-111-:0 
dx 


Como (veja observação acima) 


d " 
—JI[f(xt13x-1)] Lor 1,3x— 1)(3x+1)+ af (x+ 1,3x — 1)(3х—1)' 
ах дх ду 


=з Y (ax + 1,3х-1) +3 97 (зх 1,3х-1) 
дх ду 


resulta: 


Y (эх +1,зх—-1у= — 27 вх +1,3х 1). п 


дх ду 

EXEMPLO 7. z = f (e-u, u2), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada. 
dz | , 

Expresse —— em termos das derivadas parciais de f: 


du 


Solução 
z= f(x, y) onde x = e-ue y = u2. 


d: = of ¿A y) dx — 9f (х. y) dy 
du dx du ду йи 


ou seja, 


“НЫ EM (x, y) + 2u 88. (х, у) 


аи д х ду 


onde x = e-u e y = u2. 
ч 


EXEMPLO 8. Sejam 4 e B abertos do Rere» diferenciável em 4, g (u, v) 


e h (u, v) diferenciáveis em B tais que, para todo (u, v) em B, (g (u, v), h (u, v)) 
€ А. Seja 


F (и, v) =f (g (u, v), h (и, v)), (u, v) € B. 


(Observe que a mudança de variáveis x = g (u, v) e y = h (u, v) transforma a 
funçào de duas variáveis z = f(x, y) na funçào de duas variáveis 


z= F (и, v) = f (g (u, v), h (u, v).) 


Mostre que 


в) 9.2 9f ox, д/ ду | óz _ д] дх | af 24 ia d 


91 
е devem 
ди ox ди ду ди ди dx du ду du дх ду 


ser calculadas no ponto (g (u, v), h (u, v)). 


дЕ _ ðf dx " д] ду o oz of ox 207 ду 
ду дх dv ду ду ðv dx ду ШЕЛ ду 


Solução 
ОР 
ди 


aplicar a regra da cadeia, olhando v como constante; tudo se passa como se x e y 


dependessem apenas de u: 
FEE 
du дх ди ду ди 


onde x = g (u, v) e y = h (u, v). 


a) F (u, v) = f(x, y) onde x = g (u, v) e y = h (u, v). Para calcular vamos 


Cuidado. Escrevemos 
dx ду dx ау 

—8 — ena —'e8 
ðu ди du du 


derivadas parciais. 
дЕ 
ду 
constante; tudo se passa como se x е у dependessem apenas de у: 
_ д дх д ду 
9f |. M — + 97 у н y) ELO 
ду дх de v ду ду 


por se tratarem de 


b) Para calcular 


vamos aplicar a regra da cadeia, olhando и como 


onde x = g (u, v) e y = h (u, v). 


EXEMPLO 9. z = f (u2 + v2, uv), onde f(x, y) é uma função diferenciável dada. 
- ” 


< & 


ди dv 


Expresse em termos das derivadas parciais de f. 


Solução 


2 2 
z = f(x, y) onde x = u^ + v“ e y = uv. 


де = of (х. у) 28 + 97 (х,у) ду = 2и af m T v2 uv) + v af Gd + Y”, uv). 
ди дх ди ду ди дх ду 

28021, (х, у) ш + д/ (х,у) Y - 2v 9f (х,у)+и д/ (x, y) 

dv dx ` ду ду ` ду dx ` A 


onde x = u2 + v2e y = uv. 
ч 


EXEMPLO 10. F (r, 0) = f(x, y) onde x = r cos беу = r sen 6, sendo f(x, y) uma 
função diferenciável dada. Verifique que 


9f x de O E Eai 


ду r 00 ðr 
Solução 


2 0) = Әг (x, у) их + 2f х, y) BP 
dr дх дг ду дг 


D 25, 12-32 jj amid ah: 
ðr ду 
дЕ af дх д] ду 
.8 х,у) E + 27 (х,у) E 
90 (r. 0) 22 (x, y) 20 ду (x, у) 96 
ou 
дЕ ðf 
— (r, 0) = —r sen 0 — (x, jirat da у) 
90 dx ду 
ou 
1 дЕ óf д] 
, 0) = —sen 0 x, y) + cos 0 — (x. y). 
@ =A (r, 0) sen rm (x, y) + cos 39 (х, y) 


Maltiplicando (Т) por sen 6, Ө) por cos 0 e somando membro а membro 


obtemos a relação que queríamos. 
m 


EXEMPLO 1. Suponha z = f (x, y) de classe cl, 


fa,2 -» -2, 2 (1,2) = 3 
fed : 


дх 
F ( 1 4 2) = 4 Admita que a imagem da curva у (0) = (t , 3t 
y 


-Lz()).te R esteja contida no gráfico de f: 


a) Calcule z (1). 
b) Ache a equação da reta tangente a y no ponto y (1). 


Solução 


a) (x, y, z) € Gf € т = f(x, y). Como a imagem de está contida no gráfico de f. 
para todo /, (12,3t— 1, z (t)) € Gf. logo, z (t) = f (12, 3t- 1). 


га 


уч) = (xt), y(t), 209) 


(x(t), y(0)) 
x 
b) A equaçào da reta tangente no ponto y (1) é: 


Gy. 7y(0)*àr (026€ R 


Temos: 


y(1) = (1,2,z(1)) = (1, 2,F(1, 2) = (1, 2, —2); 


dz 
0) = | 21,3,— | 
Yo | "| 


dz 
dtlt=1 


e, portanto, — ] s Segue que 


y (1) = (2,3, 18). 
А equagáo da reta tangente é, então, 
(5y,2 = (1, 2, -2) *A(23,18, AER. = 
O próximo exemplo mostra-nos que se for uma curva qualquer, diferenciável 
em 10, cuja imagem está contida no gráfico da função f(x, y), diferenciável em 


(x0, y0), então a reta tangente y no ponto y (10) = (x0, y0, f(x0, y0)) está contida 
no plano tangente em (х0, у0, /(х0, у0)). 


EXEMPLO 12. Seja f (x, y) diferenciável em (x0, y0), y (f) uma curva 
diferenciável em (0, cuja imagem está contida no gráfico de /: Seja у (10) = (x0, 
y0, f (x0, y0)). Então a reta tangente a y no ponto y (10) está contida no plano 
tangente ao gráfico de /по ponto у (10). 


Solução 


Seja y (1) = (x (D, y (D, z (1)); como a imagem de y está contida no gráfico de 


z (0 = Г (9, y (0). 


Sendo f diferenciável em (x0, y0), x (f) e y (0 diferenciáveis em 10, podemos 
aplicar a regra da cadeia para obter z' (10): 


, 91 i 91 ; 
Z'(fg) = — (Xo. Yo) x (to) + —— (xo; Yo) y” (to). 
@ (to gx (00) * (10 ду ©0 Уо) y” (fo 


A equagáo da reta tangente em y (10) é: 
(x, у, 2) = (Хо, Yo» f (xo, yo)) + À (x' (to), y' (tg). z' (t). À € К. 
Precisamos mostrar que, para todo 2, o ponto 


(xo + AX (fg), yo + AV (fg), f (xg. yo) + Az' (19) 


pertence ao plano 
д] д] 
Ө) z= f xg. yo) + — (х0, yo) (x — x9) + — (xo. yo) (y — Уо). 
dx ду 
Basta mostrar, então, que fazendo em х= x + dx! e» ey- ^ + dy! ч 
obteremos z = f (x0, y0) + 4z' (10). De fato, para x = x0 + 2x" (10) e y = y0 + 2y' 


(10) temos: 


z = f (xo Yo) + A (хо. Yo) Ах” (tp) + 27. (хо. Yo) Ay” (to). 


д д , 
= f (ху, yo) + А Ë (xo. Yo) X (to) + f (хо. Уо) Y 2 
dx ду 


tendo em vista (1) 
z = f (Xo yo) + Ас’ (t). a 


Exercicios 12.1 


(Todas as funções são supostas de classe Cl ou diferenciáveis, quando 
necessário.) 


t. 7 
< 


dt 


a) z= sen xy, x = 3te y = 2. 


Calcule pelos dois processos descritos no Exemplo 2. 


b)z=x2+3y2,x=sentey=cost. 
c)z=In(l+x2+y2),x=sen3tey=cos3t. 
2. Seja g (p) = f(3t, 22 — 1). 


a) Expresse g' (1) em termos das derivadas parciais de /: 


b) 
Calcule g'(0) admitindo —— (0, — 1) = 


1 
дх 3 


dz 


` Expresse —— em termos das derivadas parciais de f sendo z = f(x, y) e 
dt 

a) x= O e y = 3⁄t. 

b) x = sen 3t e y = cos 21. 


. Suponha que, para todo /, f (2, 2) = 13 — 3t Mostre que 


д 
— (1,2) = — — (1, 2). 
дх ду 
. Suponha que, para todo x, f (3x, x3) = arctg x. 
° of of 
Calcule (3, 1) admitindo 


ðX ду 


(3,1)=2. 


b) Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (3, 1, f 


(3, 1). 
. Admita que, para todo (x, y), 
ðf ðf 
dy — (x, y) — x — (х,у) = 2. 
дх ду 
Calcule g' (1), sendo g (1) = f (2 cos t, sen 0. 


. Admita que, para todo (x, y), 


of д] 


dy — (х,у) — х — (х, у) 
дх ду 


э 


„2 


II 
> 


4 


(Sugestão: Observe que a função g do exercicio anterior fornece os valores 
de fsobre a elipse.) 


Prove que fé constante sobre a elipse 


2 
+y =l 


A imagem da curva y (1) = (2t, 12, z (D) está contida no gráfico de z = f (x, 
y). Sabe-se que F (2, 1) = 3, 


9f a. 1)= re Lon=-1 
дх ду 


Determine a equação da reta tangente a y no ponto y (1). 


Admita que, para todo (x, y), 
д 
х Br (х,у) – у er (x, y) = 0. 
dx ду 


~N 


Mostre que g (1) zil t, ) t > 0, é constante. 


2 2 Oz 


Sejaz = / (и + 2v, и — v). Expresse [= 


ди ду 


em termos das 


derivadas parciais de f. 


. Seja z= f(u — v, v — и). Verifique que 


X 
Considere a função F LE y) = F —. — |. Mostre 


àF | дЕ _ 


qae X — +y 
Ox ду 


13. Prove que a função и = f(x + at, y + bt), а e b constantes, é solução da 
equação as derivadas parciais 


яа =a ыы + b к. 
ðt дх ду 


14. 2 2 3 - 
Sejaz=t f(x, y), onde x = t ey = t . Expresse 


0. 


< 
em termos das 


dt 


derivadas parciais de f. 
15. Seja g dada por g (1) = f(x, y) sen 31, onde x = 2te y = 3t. Verifique que 
: д д 
g' (t) = 3f (x. y) cos 3t + sen 3t | 2 En (х,у) +3 P (х, у) |. 
дх ду 
onde x = 2t e у = 3t. 
16. Seja z= и/ (и — у, и + v). Verifique que 
д дт SER f 
Игре: c 
ди ду ду 


ondex -u-vey-u-c v. 


17. Seja g (x, y) = (x2 + y2) f (u, v), onde u = 2x — y e v = x + 2y. Mostre que 


д 
28- 2x f (u, v) + (х2 + у?) 2 


дх 


18. 


20. 


21. 


, 9f. , 9f 
ди ду 


Seja g (x) uma função diferenciável tal que f(x, е (x)) = 0, para todo x Є 
Dg. Mostre que 


ó 
ar (x. 8(x)) 
g' (x) = — = 


— (x, g(x)) 
ду 


para todo x € D,. com er (x, g Q)) FO. 
8 ду 


. F(0) e g (x, y) são funções diferenciáveis tais que g (t, f (t)) = 0, para todo t. 


Suponha f (0) 


28 (0.1) = 2е “8 0,1) - 4. 
dx ду 


Determine a equação da reta tangente a y (D = (t, f (D), no ponto y (0). 


1, 


ГО, y, z) e g (x, у) são funções diferenciáveis tais que, para todo (x, y) по 


domínio de g, f (x. у, g (x, у) = 0. Suponha 
д 

28 (1,1)=3, 7 0,13) 22, (1,1,3)=5e (1,1,3)= 10 
дх ду дї 


. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de g no ponto (1, 1, 3). 


2.3 2 
Seja g (t) =f(Bt ,t ,e t); suponha 


(0,0, 1)=4. 


д 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


a) Expresse g' (1) em termos das derivadas parciais de /: 
b) Calcule g' (0). 


2 og ð 
5298 


Seja g (x,y) =xf(x + y, 2y, 2x — y). Expresse em 
dx ду 


termos das derivadas parciais de f: 


Suponha que, para todo (x, у), f (x, у, х2 + y2) = 0. Mostre que 
д] ne BF А 
уар) 

дх ду 


Х г z 
Seja F (3: у, 2 -/ —. y> — | mosto 
y Z X 


que 
дЕ дЕ дЕ 
x— +y— +7 
9x ду Oz 

2 
Seja F (u, v) diferenciável em R ‚ com 


II 
> 


(и, v) = О. 
ду 


para todo (u, v). Suponha que, para todo (x, y), F (xy, z) = 0, onde z = z (x, 
т ” 
29 sy 

y). Mostre que Y —— — Y — = 0 


дх ду 


Seja f(x, у) diferenciável e homogénea de grau 4 no aberto A. Prove: 


2f 


д E 
a)a 21 (at, bt) + b E (at, bt) = AP ! f(a, b) para todo t > 0 e para todo (a, b) € A, com 
дх у 


(at, bt) Є A. 


b) (Relação de Euler.) Conclua de a) que 


(Sugestão para a): Derive em relação a t os dois membros de f (at, bt) = À J 


(a, b).) 


27. Seja f (x, y) definida e diferenciável na bola aberta 4. Suponha que / 
verifica em 4 a relação de Euler 


д д 
x ыз (x, y) + y ев (х,у) = Af y). 
дх ду 


Prove que fé homogênea de grau 2. 


f (at. bt) 


| Sugestão: Mostre que g (t) = А 


é constante. J 
t 


28. Seja ø (и) uma função diferenciável qualquer A função 


fx y) — e ф — verifica a relação de Euler 
x — + y — = 2fpor que? 


29. E x x 
e” arctg — + sen | cos — 


Ро, у) = 27 


д К 
У 7 verifica a equação x dE y — = —f? Por qué? 
+ y дх ду 


30. Determine uma família de funções que verifique a equação 


31. Suponha f(x, y) diferenciável no aberto А e homogénea de grau 2. Prove 


J. é homogênea de grau 4 — 1, isto é, que 


д] д 
LA (fx, ty) = Ao l 97 (x, у) para todo r> 


Ox Ox 


0, e para todo (x, y) em A com (tx, ty) € A. 


(Sugestão: Derive em relação a x os dois membros de f(tx, ty) = t f (x, 


523) 


32. Seja f(x, у) definida em 2, diferenciável em (0, 0) e tal que f(tx, ty) = 
tf (x, y) para todo t € e todo (x, y) € Re Prove que fé linear, isto 


é, que existem reais a e b tais que f(x, y) = ax + by. 


33. Seja 


E 


se (x, y) = (0, 0) 


” 


+ y? 
fa, у = 


0 se (x, y) = (0, 0) 


a) Verifique que f (tx, ty) = t f (x, y) para todo t e todo (x, y). 


b) Olhe para o Exercício 32 e responda: f é diferenciável em (0, 0)? Por 
quê? 


34. Seja f(x, у) diferenciável em Re e tal que para todo (x, y) em Re 


91 
0) — (х,у) + ——(х,у) = 0. 
dx ду 
a) Verifique que a função g (u, v) dada рог g (u, v) = f(x, y), onde x = u + 
2 
= 0 em R . Conclua que g (u, v) = y (v) 


v e y = u, é tal que 


ди 


para alguma função q, definida e diferenciável em R 
b) Determine uma família de soluções da equação (1) 


ебх = + arctg (sen (x — y) + In [1 + (x — y)2] 
(х— у)? +5 


с) рб, у) = 
verifica (1)? (Não precisa fazer contas!) 
12.2. DERIVAÇÃO DE FUNÇÕES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE. 


TEOREMA DAS FUNÇÕES IMPLÍCITAS 


Como já vimos, a função у = g (x) é definida implicitamente pela equação / 
(x, y) = 0 se, para todo x € Dg, 


Fx, в (х)) = 0. 


Admitindo que fe g sejam diferenciáveis, vamos deduzir uma fórmula para o 
cálculo de g (x) em todo x є Dg, para os quais 


д] 


E =58 Lx: g (x )) s 0. Então, derivando em relação a x os 
ду 


dois membros da equação anterior, obtemos, 
y 


d — — 
—[f(x, g(x))] = 0 
di [f (x, g (х))] 


ou 


dx д 
E (х, 8 (0) — + L (х, 2 0))8 (х) = 0 
ах ду 


e, portanto, 


g (x) = – af. y = g (x). 


desde que =. (x, g (x)) = 0. 
y 


Da mesma forma, x = (y) é definida implicitamente pela equação f(x, y) = 
0 se, para todo y € Dh, 


Sh б), y) = 0. 


Supondo fe Л diferenciáveis e derivando os dois membros da equação acima em 
relação a y, obtemos: 


d ЯГ 
— [f (h(y) у)] = 0 
dy ed 


e, portanto, 


д] 

— LA: Y 
a ay 8? 
dy 2f (x, y) 

д х 


‚х= h (у), 


em todo y € D}, com = (А (y). y) = О. 
x 


EXEMPLO 1. A funçào diferenciável y = y (x) é definida implicitamente pela 
equação 


y3+xy+x3=3. 
, 


Expresse ——— em termos de x e de y. 


dx 


Solução 


1.º processo 


of | 
d ax?) 0 ухзд 
ах 97, у) 3y2 + х 
ду ` 
dy _ y + 3x2 
dx 3y2 + x 


em todo x no domínio de y = y (x), com 3 (y (x))2 + x #0. 


2.ºprocesso 


d 3 3 d 
— [y +xy+x ]= — (3 
de E 2 ] a (5) 


з? У Ly ex S + 32-0 
| dx dx 


ou 


dy _ y+3x = 
ах Зу? + x` 


EXEMPLO 2. Suponha que a função diferenciável 2 = g (х, у) seja dada 
implicitamente pela equação f(x, y, z) = 0, onde fé diferenciável num aberto de 
B: Verifique que 


a 
— 
| 


em todo (x, y) € D , com 


1 (x, y, 8 (x, у)) # 0. 


Ј (х, y, g (x, y) + 0 


- 


8 < 


em todo (x, y) € D , com 


Solução 


a) Para todo (x, y) € Dg 


(©) J (x, y, g (x, y) = 0. 
Derivando em relação a x os dois membros da equação, obtemos: 


” 


7) | —— 
— [f(x y, g(x, y] = 0 
дх 


ou 

97 to y, z) 2 (x) + of (x, y, 2) 2 (у) + 2f (x, y, 2) 28 = 0; 
ox ox ду дх йн дх 
como 


ð 
X) = 1 е —— y = 0 resulta 
PR ( "i 


b) Derivando os dois membros de (1) em relação a y, obtemos 


2 "- 
A UG» gG y) = 0 


ou 


2f (x, y, 2) 2 (х):+ of (х, у, Z 2 (уул of (x,7,Z д =0 
дх ду ду ду Р dz ду 
e, portanto, 
97, (x, y; 2) 
дї ду 
а 
ду dy 


© 


EXEMPLO 3. A função diferenciável z = z (x, у) é dada implicitamente pela 
equação 


xyz + x3 + y3 + z3 = 5. 

dz 
Expresse — ет termos de x, y e z. 

дх 
Solução 
1.ºprocesso 

z+ +y +23 – 5 = 0 
es 


fo y, 2 


Pela parte a) do exemplo anterior 


дт _ dx ЕЕ . НИ 3x2 
xy + 322) 


2.ºprocesso 


д 
= xyz + х + y 1-2 = 2 (5, 
as 7] 2s 


assim, 


dz > 2 OZ 


yz t xy — + 3х +37 = 0. 
дх дх 


ou seja, 
ёс | гус 3х? . 
дх xy + 3227 


EXEMPLO 4. As funções diferenciáveis у = y (x) е z = z (x), definidas no 
intervalo aberto /, são dadas implicitamente pelo sistema 


D Е(х, у, 1)-0 
G(x, у, z) = 0 
onde F e G são supostas diferenciáveis num aberto de B: Expresse 


dy dz 


— e — em termos das derivadas parciais de F e de G. 


dx dx 


Solução 


Dizer que y = y (x) ez = z (x) estão definidas implicitamente por (1) 
significa que, para todo x em 1, 
@ Е(х,у(3),2(57) = 0 e Сх, у (х), 2(х)) = 0, 


ou seja, significa que a imagem da curva у (х) = (х, у (х), 2 (x)) está contida na 
interseção das superfícies F (x, y, z) = 0 e G (x, y, z) = 0. 


НЕ 


qe 
шин 


F(x, у, z) = Ü 


dy 


Para obter — e — S. vamos derivar em relação a x os dois membros 


dx dx 
de (2) Temos, então: 


дЕ dx 
dx dx 


ðG dx 

— — + 

ах ах 
дЕ dy 
ду Бэ 


9G dy | 


dy dx 


Pela regra de Cramer, 


дЕ dy 


ду dx 


9G dy 


ду dx 


y дЕ de _ 


дт ах 


9: dx 


ðG dz 


дЕ dz _ 
dz dx 


дт dx 


дЕ 
dz 


oG 
I dz dz 
дЕ dx 
dz 


a 
= 


dG 
dz 
ФЕ ЭР 
ду dz 
para todo x € /, com + O em (x, y (x), z (х)). 
2G 20 
ду dz 
ð (F, G) 


Notações. O símbolo ————————— é usado para indicar o determinante 


д (у, 2) 


jacobiano де F e G em relação a y e z: 


> 
+3 YE Y 
+13 ss sls sfs 
ES 


9 (F. G) = 
д (У, 2 


Da mesma forma: 


дЕ 
д(Е,С) _ |дХ 
9 (x, 2) u ðG 
Әх 


ах 


9 (F. G) 
dy _ д(хс 
dx д(Е,С) 

9 (y, 2) 


дЕ 
VE „ ау. 
9С ð (y, x) 
дї 

М 


С —— se escrevem: 


dx 


ô (F, G) 
| 9x), 
9 (Е, С) 


ð (y, z) 


EXEMPLO 5. Sejam y = y (x) e z = z (x) diferenciáveis em R e dadas 


implicitamente pelo sistema 


© 


dy dz 


a) Calcule - e — 


dx dx 


b) Determine um par de funções y = y (x) е т = т (x) que sejam dadas 


implicitamente pelo sistema 


Solução 


dy ас 


< z P 
a) Para obtermos - , vamos derivar os dois membros de 


dx dx 


(1) em relação a x, observando que y e z são funções de x: 


e, 2х+у- 2 = A [3], ou seja, 2 + Би 225 -0, 
dx dx dx dx 

г [х + y + 2] = Emos + dy T dz =0. 
dx dx dx dx 
Assim, 


+ 
E 
l 

E 


dx dx 


Resolvendo o sistema obtemos: 


(Sugerimos ao leitor calcular — e 


dx dx 


b) QD é equivalente a 4 ; 
y+z=1-x 


Resolvendo o sistema nas incógnitas y e z obtemos: 


3 
y=2— —x e z= +1 + 


Observe que a imagem de 


: 3 l 
x= | x 2 — —x. —] + —x 
y (x) X > 1 2” 


é a reta na interseção dos planos 2x+y=z=3ex+y+z=1l. 
ч 


EXEMPLO 6. Sejam y = y (x) e z = z (x), z > 0, diferenciáveis e dadas 
implicitamente pelo sistema 


Э Э 7 
Б чайы yo Fe =] 


х+ у= 1. 


, 7 


ds 
a) Expresse 5 e em termos de x, y e z. 


dx dx 


b) Expresse у e тет função de x. 
c) Desenhe a imagem da curva y (x) = (х, y (x), z (x)). 
Solução 


& 
ах 


2 


d 2,2 4 dy 
= x ty tz] — [1], ou seja, 2x + 2y — + 2z 
a) + PD + y ] ау 19 seja yk 


d d - dy 
— [x + y] = — (1), ou seja, 1 + — = 0. 
a Í У ах ) ; dx 


Assim, 


Resolvendo o sistema obtemos: 


x2 + y2 +22 
b) e 
х+у=1 у=1—х 


II 
-— 
ї 
4- 
га 
t 
| 
- 
| 
= 
р 


7 = Ten Assim, y = | - x e 


LU - 
| 9 
7 = 2x — 2 со 0-3 
& "эш <. 
с) 


A imagem de está contida na interseção do plano x + у = 1 com a superfície 
esférica x2 + y2 + z2 = 1. 


Até agora, o problema referente a uma função y = g (x) dada implicitamente 
por uma equação F (x, у) = 0 era colocado da seguinte forma: suponha у = g (x) 


dy 
diferenciável e definida implicitamente pela equação F (x, у) = 0; calcule 
dy 
. Evidentemente, ——— 50 terá significado se realmente F (x, у) = 0 definir 


dx 


implicitamente alguma função y = g (x). Por exemplo, x2 + y2 = — 3 não define 
dy x 
implicitamente funçào alguma; logo, - = — — não terá, neste 


dx y 


caso, nenhum significado. 

O teorema que vamos enunciar a seguir fornece-nos uma condição suficiente 
para que a equação F (x, y) = 0 defina implicitamente uma função diferenciável 
y = g (x). Antes, porém, vamos ver alguns exemplos. 


EXEMPLO 7. Seja F (x, y) de classe Cl num aberto 4 de ЇН2 e seja (xy. уу) 4, 


com F (x ,y ) = 0. Suponha que —— ( Хо: УО ) у= a 0. Prove que 
0 0 ду 


existem intervalos abertos / e J, com x0 € 7 e y0 Є J, tais que, para cada x € /, 
existe um único g (x) € J, com F (x, g (x)) = 0. 


Solução 


дЕ ! 


é contínua, pois, por hipótese, F é de classe С. Como 


= t Хо» Yo) > 0, pelo teorema da conservação do sinal 
ду 


existe uma bola aberta В de centro (х0, y0), que podemos supor contida em 4, 


pois 4 é aberto, tal que 


PF (x, y) > 0 em В. 


ду 


Sejam yl e y2 tais que yl < y0 < y2, com (x0, y1) e (x0, y2) em B. Fixado x0, 
consideremos a função 


O z = F (хо. у), y € Dy. yal 


Como 


F 
(Xp. y) > () para todo y € [у ‚у ], segue que (1) 
ду 12 


é estritamente crescente em [y 1, y2]. Tendo em vista que F (x0, y0) = 0, resulta: 


@ F (х,у) <0 e F(xg, у) > 0. 


FG. y.) ' 


Seja J = ]y1, y2[; observe que y0 = g (x0) é o único número em J tal que F (x0, 
») = 0. Tendo em vista e pela continuidade de F, existe um intervalo 


aberto /, com х0 € /, tal que para todo x € 7, (x, y1) e (x, y2) pertencem а В, 
сот F(x,yl)<0eF(x,y2)>0. 


Como 


(x: y) Зэв 0 em B, para todo x € /, a função 
ðy ` 


© z = F (x, y) (x fixo) 


é estritamente crescente em [y1, y2]; tendo em vista que F (x, y1) < 0 e F (x, y2) 
> 0, pelo teorema do valor intermediário e pelo fato de ser estritamente 


crescente em [y1, y2], existirá um único g (x) € ]y1, у2| tal que F (x, g (x)) = 0 
(veja figura seguinte). 


(х, е (х)) (E(x, g (х)) = 0) 


A função g : I — J está definida implicitamente pela equação F (x, у) = 0. 


Observação. Para todos y l e Уу сош 


“ da 


У| яс yl w. Yo < y <= Ya: procedendo como 


acima, encontraremos um intervalo aberto П € I, com x0 El, tal que 


eh > ¿00€ Ур»: 


logo, g é contínua em x0. Deixamos a seu cargo verificar que g é contínua em 
todo x € I. 
" 


EXEMPLO 8. Suponha F (x, y) diferenciável em (x0, y0). Prove que existem 
funções øl (x, y) e @2 (x, y), definidas em DF, tais que 
9F дЕ 
@ Е (x, y) = Е (хо. yo) + p (х0. Yo) (x хо) + ET (Xo. yo) (y — yo) 
E y 
+ фу (x. y) (x — х0) + фә (x. y) (y — yo) 
com 


lim @ (x, y) = 0 = 1 (хо, Yo) е lim P (x, y) = 0 = p (хо, yo). 
(x, у) (ху, Yo) (х,у) => (хог Yo) 


Solução 


Pelo lema da Seção 12.1, 


дЕ дЕ 
F (x, y) = Е (xo, yo) + E (хо, Yo) (x — Xp) + Эх (хо. yo) (y — yo) 
x y 


+ e (a, y) ll (x, y) — (xo. yo) I 


onde lim ф(х, y) = 0 = Ф (Xp, yo). 
(x, y) > (хо, Yo) 


Para (x, у) # (х0, Ур). 


(х= x9 + (y — уо 2 


x,y) ll Gy) — Gg. Yo) = (xy 
90,3) 10.) 7 Qe 397 9053) e 0, yo) 


ed X — хо _ - y— yo TM 
=P) Tr) G ED 963 (y (ros yi 290 
Basta tomar 
Xx 
p(x, y) — — ——À — ве (x, y) + (хо, yo) 
(х, y) — (хо. yo)! 
e (x, y) = 
0 se (x, y) = (xo. Yo) 
e 
X— X0 
X, y) —— — Se (х, y) * (х0, У 
PD) T y) G урд л O) # (Zo: y02 
e (x, у) = 


0 se (x, y) = (х0, Yo) 


EXEMPLO 9. Prove que a função g do Exemplo 7 é diferenciável em x0 e que 


ОР 
— (хо, 2 (x0 )) 
Рр 0 0 


g (X9) = — === É 
— (х0, 8 (x0 )) 
ду 


Solução 


Substituindo y = g (x) e л -8 e) em do Exemplo 8 e lembrando que 


F (x, g (x)) = 0e F (x0, g (x0)) = 0 resulta, após dividir por x — x0 (x £x0): 


+ py (x, g (x)) 


дЕ дЕ g(x) — g(xg) 
0 — — (хо. 2 (х0) + —— (xg. 8 (50) == —— 
ox 08 20 ду o 8 99) X — Хо 


+ p (x, g (x)) 80) 800) 
=) 


ОР 
Pelo fato de g ser contínua em х e — (XQ. Yo) = 0. 
o ду 


resulta: 


SE ND ES 
g (х0) = lim £0)—800) 2. ас 0807 


E = дЕ ` 
X— xo X X0 т (хо, 2 (x0)) 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x, y) = 0). Seja F (x, y) de 
classe Cl num aberto 4 de 2eseja (X9. yo) € A, com F (х0 уу =0. 


д 
Nestas condições, se — — — (Хо, Yo) = 0, então existirão 
ду 


intervalos abertos / e J, com x0 € 7 e y0 € J, tais que, para cada x € J, 
existe um único g (x) € J, com F (x, g (x) = 0. A função g : 1 > J é 
diferenciável e 


Demonstração 


Veja Exemplos 7, 8 e 9. 


Observação. Se a hipótese 


( Хо» Yo ) == O tor substituída por 
dy 


== ( Xp. Yo ) É 0 então existirão intervalos abertos 7 e J, com 
ðX 


х0 є Је y0 Є J, tais que, рага cada y € J, existirá um único h (y) € 7, com F 
(h (y), у) = 0. A função h : J — I será diferenciável e 


EF... | 

(h (у), y) 
^ ду 
h' (у) = — ER EP. 
th (y), y) 
дх 


FR | 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x, y, z) = 0). Seja F (x, у, z) de 
classe Cl no aberto 4 de рз е ѕеја (0.70 20) Є А, сот F (xo. Ур 20) = 


дЕ 


- 
^s 

existirão uma bola aberta В de centro (x0, у0) e um intervalo aberto J, com 

20 € J, tais que, para cada (x, y) € B, existe um único g (x, y) € J, com F 

(x, y, g (x, y)) = 0. A função z = g (x, y), (x, y) € B, é diferenciável e 


0. Nestas condições, se 


(Хо, Yo: 20) + 0 então 


дЕ дЕ 
Ç — (x, y, g (x, y)) (x, y, g (x, y)) 
98 (x у) = – 01 - e 8 (x y)=— ду 
óx 7 Dm y, 8 (x, y) у цар y. 8 (x. у) 
д бь»8 (5 a; © »8 05: 


Demonstração 


Deixamos a cargo do leitor adaptar a demonstração do teorema anterior a 
este caso. 


Observação. Note que, pelo fato de F ser de classe Cl e g contínua, as funções 


дЕ. 
A (x, у, g Kx: y) ) 
OX 


ОР ОР 
- (x, y, 8 (х, у))е — (x, y, 8 (x, y) 


д до 
8 „ 98 
дх ду 


В, isto é, g é de classe Cl em В. 


ду 


serão contínuas em В; logo, 


serão, também, contínuas em 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x, y, z) = 0 е G (x, y, z) = 0). 


Sejam F (x, y, z) e G (x, y, z) de classe Cl no aberto 4 de B e seja (xo. 
y0, z0) € 4, com F (x0, y0, z0) = 0 e G (x0, y0, z0) = 0. Nestas condições, se 


0 (EG 
9 (F, б) = Den (x ,y ,z ), então existirão um intervalo 
д ( ans 000 


aberto 7, com x0 Є /, e um par de funções y = y (x) e z = z (x) definidas e de 
classe Cl em /, tais que, para todo x € T, F (x, y (x), z (x)) = 0 e G (x, y (x), 
z (x)) = 0; além disso, y0 = y (x0) e z0 = z (x0). Tem-se, ainda: 


à (F, G) à (F, G) 

dy _ _ 9 (z, 2) dz | (ух) 

Ф à IED A 2046) 
à (y, 2) à (y, 2) 


sendo que os determinantes jacobianos devem ser calculados em (x, y (x), z 


@)). 


Demonstração 
Como Fe G são classe Cl em 4, e 
EE у ) “e y ) 
Хо, Уо, 20 Хо, Vo. ©0 
ду дї 
@ *0 


ðG ðG 
—— (xo, yo; Z0) “a (Xo. Уо. 20) 


ду 2 
ð (F, G) 


pelo teorema da conservação do sinal —————————— permanece diferente 


ð (y, 2) 
de zero numa bola aberta de centro (x0, у0, 20). Podemos, então, supor que 
9 (F, G) 
— a = 0 em A. Segue de (2) que 
ð (y, z 


— (xo; Yo» 20) + 0 ou 


(Xo. Ур» 20) s= 0. Suponhamos 


- (xo А Уо» Z0 ) + 0. Pelo teorema anterior, a equação 


FQuyz-0 
define implicitamente uma função z = g (x, y), (x,y) Є B, sendo g de classe Cl 
na bola aberta B de centro (x0, y0) e z0 = g (x0, y0). Consideremos, agora, a 
função 


H (x, y) = G (x, y, g (x, y). (x, y) € В. 


Temos: H (x, y) é de classe СІ, H (0, y0) = 0 e 


— ( Xo. y 0) = O (verifique). Segue que a equação 


Н (x, у) = 0, ou seja, G (x, y, g (x, y)) 0 


define implicitamente uma função y = y (x), x € 1, sendo y (x) de classe Cl no 
intervalo aberto / e y0 = у (x0) (x0 € 7. Deixamos para o leitor completar a 
demonstração. 

ч 


No Vol. 3, voltaremos aos teoremas da função implícita e da função inversa. 


Exercicios 12.2 


1. A equação y3 + xy + x3 = 4 define implicitamente alguma função 


dy 


diferenciável у = y (x)? Em caso afirmativo, expresse em termos 


dx 


de x e y. 


(Sugestão: Observe que (0, n ) satisfaz a equação e utilize o teorema 
das funções implícitas (caso F (x, y) = 0).) 


. Mostre que cada uma das equações seguintes define implicitamente pelo 


dy 


menos uma função diferenciável у = y (x). Expresse m= em termos de 


dx 


xey. 
а) x2y + seny = x 
b) y4 + x2y2 + x4 = 3 


. Mostre que cada uma das equações a seguir define implicitamente pelo 


oz oz 


dx ду 


menos uma função diferenciável z = z (x, y). Expresse 


em termos de x,y e z. 
a) ex ty + z+ xyz= 1 
b)x3+y3+23=x+y+2z 


Suponha que у = у (x) seja diferenciável e dada implicitamente pela 
equação x = F (x2 + y, y2), onde F (u, v) é suposta diferenciável. Expresse 


dy 


dx 


Suponha que у = g (x) seja diferenciável no intervalo aberto / e dada 
implicitamente pela equação f(x, y) = 0, onde f(x, у) é suposta de classe 


em termos de x, у e das derivadas parciais de F. 


o 


ei (at -. “9127 SY. M (21) 


C . Suponha, ainda, Ux. y) = Dem D. 
5 д у f 
a) 


Prove que y.) = 0 é uma condição 


жы SUA Ур 


necessária para que x0 seja ponto de máximo local de g. 
b) Prove que g” é contínua em 7. 


c) Prove que 


— É - 0 


Әх 0”: у 


0) = 


0x2 | ду “Ox ду дхду ш дх 


> 0 em (x 


ЭЛ! 

(22) 070 
ду 

é condição suficiente para que хО seja ponto de máximo local de g. 

6. A função diferenciável z = z (x, y) é dada implicitamente pela equação 


X 
f — z = 0. onde f (u, v) é suposta diferenciável e 


у 


д] 


— (и. v) = (). Verifique que 
ду 


- - 
< < 


dy = 0. 
дх ` ду 


7. A função diferenciável z = z (x, y) é dada implicitamente pela equação 


== 0 (Х £ (Jum real fixo), onde f (u, 


х 


” 
< 


y x 


v) é suposta diferenciável e 


(u. v) = (). verifique que 
ду 


” 
< ^r 
— ” 


+y Z. 


дх ду 


8. Suponha que as funções diferenciáveis у = y (x) e z = z (x) sejam dadas 
implicitamente pelo sistema 


x 


” 
+= 
> 2 
у? +z =1 
а) dy dz 
Ехргеѕѕе 200 e — ___ em termos de x, y e z. 
dx ах 
b) Determine um par de funções y = y (x) е т = z (x) dadas 


implicitamente por 


9. Suponha que x = x (u, v) е y = y (u, v) sejam dadas implicitamente pelo 
sistema 


y = — (x = 0) 


дх у 


Mostre que 


ди * 
x 


I+—|=1 


Sejam u = x + y e v = 7. Calcule o determinante jacobiano 


ди x 


. Calcule: 


д(Е, С) 


a) ———— sendo F (x, y, z) = ^+ у? +: есб(х, »уй=х+у+: 


д(х. y) 
ð (u, v) 
9 (у. z) 
с) EN sendo x = г + 35 + еу 
ó(r, s) 
д(х, y) 
o(s. t) 


3 2 
b) sendou = хусеу = x Бу. 


2 
sendo x =r +3s +f ey= 


d) 


. Seja g (u, v) = f (x, y), onde x = x (u, 


implicitamente pelo sistema 


2 2 2 
үлэг ЭЭ 36 


у) е у = у (и, у) são dadas 


13. 


14. 


и = х? + y^ 


y = ху 
д д 
Suponha x LO y с/ - 0. 
dx ду 
a) Mostre que À e. 
ди x Qu 
b) Calcule ôg 
du 


с) Mostre que f é constante sobre as hipérboles xy = с. 
Sejam x = x (u, v) e y = y (u, v) dadas implicitamente pelo sistema 


u= х? + y? 


@ 
а) дх ду 


Expresse —— е ——— em termos de x e y. 


du du 


b) Determine um par de funções x = x (u, v) e y = y (u, v) definidas 


v = хү 


implicitamente por 


Sejam x = x (у, 2), y = y (x, z) e z = z (x, y) definidas implicitamente pela 
equação F (x, y, z) = 0. Suponha x0 = x (y0, z0), y0 = y (x0, z0), z0 = z (x0, 
y0) e que no ponto (x0, y0, 20) as derivadas parciais de F sejam diferentes 
de zero. Mostre que 


9x] ду 2 


ду|у=>у д1Х=%ю дх|Х=^о 
Z= 10 & — Zo y — yo 


15. Sejam x = x (u, v) e y = y (u, v) definidas implicitamente pelo sistema 


> v. 
X bay = 


Э 
x F y = 8: 
n дх 
Expresse em termos de x, y e u. 


du 


b) Determine um par de funções x = x (u, v) e y = y (u, v) definidas 
implicitamente pelo sistema. 


13 
GRADIENTE E DERIVADA DIRECIONAL 


13.1. GRADIENTE DE UMA FUNÇÃO DE DUAS VARIÁVEIS: 
INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


O gradiente de uma função / (x, у) foi introduzido na Seção 11.5; nosso 
objetivo aqui é interpretá-lo geometricamente. Antes vamos recordar a regra da 
cadeia: se f (х, y) for diferenciável no aberto АС р: y (1) diferenciável no 


intervalo aberto /, onde y (1) € A para todo t € /, então, h (f) = f (y (0) será 
diferenciável e 


1 | ‚ 
h' (t = T [fiy t5] = УЛ(У (D) ` y (0. 


Seja f(x, y) de classe Cl num aberto 4 C Re e seja (X9. 70) um ponto da 


curva de nível f(x, у) = c; suponhamos V f(x0, y0) # (0, 0). Vamos mostrar a 
seguir que V f(x0, y0) é perpendicular em (x0, y0) a toda curva y, diferenciável, 
passando por (x0, y0) e cuja imagem esteja contida na curva de nível f(x, y) = c 
(nas condições acima, pelo teorema das funções implícitas, uma tal curva 
existe). Seja, então, y (1), t € I, uma tal curva, com y (10) = (x0, y0); como 
estamos admitindo que a imagem de y está contida na curva de nível f(x, y) = c, 
teremos 


© f(y(D) = c 


para todo t no dominio de y. Derivando os dois membros de D em relação a /, 


d d 
— (t))] = —(c 
g“ ))] 29 


Vf(y(D): y ( = 0.t € I, 


e, portanto, 


V f(y(to)) * y' (0) = 0 


ou seja, V f(x0, y0) é perpendicular a y, em y (10) = (x0, y0). 


Xo 


Dizemos, então, que V f (x0, y0) é um vetor normal à curva de nível f(x, y) = 
c, em (x0, y0). A reta passando por (x0, y0) e perpendicular a V f (x0, y0) 
denomina-se reta tangente, em (x0, y0), à curva de nível f(x, y) = c. A equação 
de tal reta é: 


V f (xg. Yo) 106 y) — (ao; yo)] = 0. 


EXEMPLO 1. A curva y (f) passa pelo ponto (1, 2) e é tal que f(y (0) = 6 para 


todo £ no domínio de y, onde f(x, y) = x3y3 — xy (observe que а imagem de está 
=> 


contida na curva de nível f(x, у) = 6). Suponha y (10) = (1, 2) e y (10) + 0. 
Determine a equação da reta tangente a y no ponto (1, 2). 


Solução 


д д 
Vf(1,2) = Lan La 2) = (22, 11). 
дх ду 


A reta tangente a y em y (10) = (1, 2) coincide com a reta tangente à curva de 
nível f(x, у) = бет (1, 2). Assim, a equação da reta tangente a y em (1,2) é: 


Vf(1,2)*[G y) — (1,2)] = 0 
ou 
22 (x-1)+11(y-2)=0 
ou 
у= 2+4, 
Vejamos como fica, em notação vetorial, а equação desta reta. O vetor (— 11, 


22) é perpendicular a V /(1, 2) = (22, 11); logo, (~ 11, 22) é paralelo a y” (10); 
assim, a equação da reta tangente acima pode, também, ser dada na forma 


(x y) = (1, 2) + À (—11, 22), À € R. = 


EXEMPLO 2. Considere a equação a derivadas parciais 


o TUE 


a) Com argumentos geométricos, obtenha solução de (2) 


b) Suponha f: Re > R diferenciável; prove que se f satisfaz (2 então 


existe р: R - RB diferenciável tal que f(x, у) = p (2y — x). 


Solução 


a) Sendo f(x, y) solução de 2 para todo (x, y) € Re 


ðf ðf 


2 — (x, y) + — (x, y) = 0 
дх ду 


(2, 1) - V f(x, y) = 0. 


Como para todo (x, y), V f(x, y) é perpendicular ao vetor (2, 1) e como V f(x, 
y) é perpendicular, em (x, y), à curva de nível de f que passa por este ponto, é 
razoável esperar que as curvas de nível de /ѕејат retas paralelas ao vetor (2, 1); 
assim f deve ser constante sobre cada reta paralela ao vetor (2, 1). 


Sendo f(x, y) constante sobre a reta r 


JG, y) = (0, m), onde 


> 
| 
eos 
to |— 
ї 


rA XL 
(054 y) = f 0. US 5 tomando-se 


. u 
Ф (и) — f 0. = resulta f(x, y) = g Qy — x), onde o: [EP 
i 2 


> R é uma função derivável. Verifique você que, para toda р: R > R 


diferenciável, f(x, y) = p (2y — x) é solução de . Assim, as funções sen (2y 


2y-x (2y— x)2 + e2y—z 
(27 = ху! +1 


etc. são 


e ` 


soluções de Ө; 


Observação. Consideremos a mudança de variável 


и-2у-х x=2v-u 
š ou 
Y y y шинэ У 


Note que quando (x, y) percorre a reta 2y — x = c o correspondente ponto (u, v) 
percorrerá a reta vertical u = c. 


Seja g (u, v) = f(x, y), com x = 2v - ue y = v. Vimos, geometricamente, que f 
deve ser constante sobre as retas 2y — x = c; é de se esperar, entào, que g seja 


constante sobre as retas u = c, ou seja, que g não dependa de v. Vamos, agora, 
resolver a parte b). 


b) Seja f(x, y) diferenciável em R: supondo f'solucào de (D) teremos 


221 (х у) + 9f vx у) = Оет R2. 
дх ду 


Seja g (u, v) = 


J (x, y) com x = 2v — u e y = v (veja observação anterior). 
Temos: 


ð y 
28 uy= La e y, 91 «, p 2 


dv dy dv 
Ира ог z зуң л. У). 
dv dx ду 


зе n h ÀhQ> b v v —  D— E 


0 


Assim, para todo (u, v) em Re 


д8 (и, v) = 
ду 


o que mostra que g não depende de у, isto é, 
g (u, v) = q (u), 


para alguma função 0: R > R diferenciável. Portanto, f(x, y) = q (2y — x), 


onde q: R = R é uma função diferenciável. 


Vejamos, agora, como utilizar o gradiente de uma função de duas variáveis 
na obtenção da reta tangente e da reta normal ao gráfico de uma função y = g 
(x) de uma variável. Para isto, consideremos a função de duas variáveis F (x, y) 
= g (x) — y; evidentemente, o gráfico de g coincide com a curva de nível F (x, y) 
= 0. Seja (x0, y0), com y0 = g (x0), um ponto do gráfico de g. 

Segue que V F (x0, y0) é normal ao gráfico de g em (x0, y0). Como 


V F (x, y) = (g' (x), — 1) 


resulta, V F (x0, y0) = (g' (x0), — 1). A equação da reta tangente ao gráfico de g, 
no ponto de abscissa x0, é, então 


(g' (x0), — 1) Го, y) - (x0, y0)] = 0 


ou 


87 (x0) (x х0) - (y - 0) = 0 


ou, ainda, y — y0 = g' (x0) (x — x0). 
Por outro lado, a equação da reta normal ao gráfico de g no ponto de abscissa 
x0 é: 


(xy) = Gg yg) +48 (9. - 0.26 A. 


Suponhamos, agora, que a função diferenciável y = g (x) seja dada 
implicitamente pela equação F (x, y) = 0, onde F é suposta diferenciável e У F 
— 


(x0, yO) + 0. com у0 = g (х0) (observe que a situação anterior é um caso 
particular desta). Segue que, para todo x no domínio de g, F (x, g (x)) = 0, isto é, 
a imagem da curva y (x) = (x, g (x)) está contida na curva de nível F (x, у) = 0. 
Assim, V F (x0, y0) é normal ao gráfico de g no ponto (x0, y0). Poderíamos, 
também, ter chegado a este resultado, no caso 


дЕ дЕ 
— (Xo. yo) = Ое — (xo. yo) = 0 
ду дх 


é o coeficiente angular da direção determinada pelo vetor 


=> => 


дЕ >. DE 2 
V F (xo Yo) = —— (хо. Уо) i + — (хо, yo) j e que 
дх ду 


ОР 

— (xo. Уо) 
8' (0) = — a 
y yo) 


(fórmula de derivação implícita) é o coeficiente angular da reta tangente ao 
gráfico de g no ponto (х0, у0). 


EXEMPLO 3. у = f (x) é uma função diferenciável definida implicitamente pela 
equação y3 + xy + x3 = 3x. Determine as equações das retas tangente e normal 


ao gráfico de fno ponto (1, 1). 

Solução 

у? ++ хохо у? + ху + х? – 3х = 0 
F (х, у) 

У F (1, 1) é perpendicular ao gráfico de fno ponto (1, 1). Temos: 


2 


V F(1. 1) = (1,4), pois, V F (x, y) = (y + ax — 3,3у + x) 


УЕ(1,1).[(х, y - (1, 1] = 0 


ou seja, 


1 5 
y da —. 


Reta normal: 


y-1=4(x—- 1) опу = 4х – 3. 


Ou, em forma vetorial: 


(х, у) = (1,1)+А(1,4),А € R. " 


Exercícios 13.1 


1. 


É dada uma curva que passa pelo ponto y (10) = (1, 3) e cuja imagem está 
contida na curva de nivel m = 10. Suponha у (t ) == 

o 0 

a) Determine a equação da reta tangente а у no ponto (1,3). 

b) Determine uma curva y (1) satisfazendo as condições acima. 

Determine a equação кы tangente à curva у no ponto y (10) = (2, 5) 


sabendo-se que у' (10) £ 0 e que a sua imagem está contida na curva de 
nível xy = 10. Qual a equação da reta normal a y, neste ponto? 


Determine a equação da reta tangente à curva de nível dada, no ponto 
dado. 


a) 2 + xy + y — 3y = 1 em (1,2). 
2x — y 1 
Буе + 2x + 2y = 4 em E I L 


Determine uma reta que seja tangente à elipse 2x2 + y2 = 3 e paralela à 
reta 2x + y = 5. 


Determine uma reta que seja tangente à curva x2 + xy + y2 = 7 e paralela 
à reta 4x + 5y = 17. 


Utilizando argumentos geométricos, determine soluções da equação a 
derivadas parciais dada. 


10. 


12. 


PE at =p p E- 2L 5 
X y дх ду 
ї д 
ИЙГ de mam m 
дх ду ` Ox ду 


д] _ of 


дх ду 


gráfico passe pelos pontos (1, 1, 3), (0, 0, 1) e (0, 1, 2). 


д] = 9 = E 
Ox ду 


cujo gráfico contenha a imagem da curva y (1) = (t, t, 12), t € р. ` 


Determine uma função z = f (x, y) tal que 


Determine uma função z = f (x, y) tal que 


Determine uma curva y (1) = (x (2), y (0) que passe pelo ponto y (0) = (1, 
2) e que intercepte ortogonalmente as curvas da família x2 + 2y2 = c. 


Determine uma função y = y (x) cujo gráfico intercepte ortogonalm ente 
as curvas da familia xy = c, com x > 0 e y > 0, e tal que 


а)у()=1 
b) y (1)=2 


Seja z = f(x, y) diferenciável em Re e tal que V f(x, y) = g (x, y) (x, у), 


para todo (x, y) em р: onde g (х, у) ё uma função de R: em R 
dada. 


a) Com argumentos geométricos, verifique que é razoável esperar que / 
seja constante sobre cada circunferência de centro na origem. 


b) Prove que fé constante sobre cada circunferência de centro na origem. 


(Sugestão: g (t) = f (R cos t, R sen f) fornece os valores de f sobre a 
circunferência x2 + y2 = R2.) 


Seja y = g (x) definida e derivável no intervalo aberto 1, dada 


implicitamente pela equação f (x, у) = 0, onde f (x, y) é suposta 
diferenciável no aberto A c 2. Suponha 


E r c 
вр ГХ: y) .-- (т. y) > O em А. 
дх ду 


a) Com argumentos geométricos, mostre que é razoável esperar que р 
seja estritamente decrescente em 1. 


5) Prove que g é estritamente decrescente em /. 


13.2. GRADIENTE DE FUNÇÃO DE TRÊS VARIÁVEIS: 
INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


Seja f(x, у, z) de classe СІ num aberto 4 C рз е seja Goro 20) um ponto 


da superfície de nível f (x, y, z) = c; suponhamos V f(x0, y0, 20) z (0, 0, 0). 
Vamos mostrar que V / (х0, y0, 20) é normal em (x0, y0, 20) a toda curva y, 
diferenciável, passando por este ponto e cuja imagem esteja contida na 
superfície de nível f(x, y, 2) = с. Seja, então, y (1), 1 € I, uma tal curva, com y 
(10) = (x0, у0, 20): como estamos supondo que a imagem de у está contida na 
superfície de nível f(x, у, 2) = c, teremos 


O) fy) = с 


рага todo t no domínio de у. Derivando, em relação a t, ambos os membros da 
equação obtemos, para todo t € 1, 


VÍ YD): y ( 20 


e, portanto, V f(y (0)) · y' (10) = 0, o que mostra que V f(y (10)) e у (10) são 
ortogonais. 


Afi yc) 
у y to) 


fix y, z) = c 


Fica provado assim que V /(х0, y0, 20) é normal em (x0, y0, 20) a toda curva 
diferenciável y passando por este ponto e com imagem contida na superficie f (x, 
y, z) = c. Diremos, então, que V f(x0, y0, z0) é normal à superficie de nível f (x, 
y, 2) = c, no ponto (х0, y0, 20). O plano passando pelo ponto (x0, y0, 20) e 
perpendicular a У f(x0, у0, 20) denomina-se plano tangente, em (x0, у0, 20), à 
superfície f(x, у, 2) = с. A equação deste plano é: 


V f (хо Уо» 20) 7 [(x, y 2) (Хо, Ур» 20) = 0. 
Areta 
(x, y, 2) = (Xp Yo» 20) + À V f (Xo Yo: 20), À E R 


denomina-se reta normal, em (x0, y0, z0), à superficie f(x, y, z) = c. 
Seja z = g (x, y) uma função diferenciável dada implicitamente pela equação 
F (x, y, z) = 0 onde F (x, y, z) é suposta de classe Cl num aberto de B: seja 


(x0, y0, z0), z0 = g (x0, y0), um ponto do gráfico de g, com V F (x0, y0, z0) £ 
— 
0 Como o gráfico de g está contido na superfície F (x, y, z) = 0, resulta que 


toda curva y com imagem contida no gráfico de g tem, também, sua imagem 
contida na superfície F (x, у, 2) = 0; assim, V F (x0, y0, 20) é normal ao gráfico 


de g, em (x0, y0, z0). 
Observe que se y (f) é uma curva diferenciável com imagem contida na 
interseção das superfícies F (x, y, z) = 0 e G (x, y z) = 0, onde F e С são supostos 
1 3 > 
de classe С num aberto de R еу F (Xx. o. Zo) AVG Eo Ур, 20) £ 0: 
então o vetor у' (10) + 0, tangente a y em y (10) = (x0, y0, 20), é paralelo a УР 
(x0, y0, z0) A V G (x0, y0, 20) (verifique). 


EXEMPLO 1. Determine as equações do plano tangente e da reta normal à 
superfície xyz + x3 + y3 + z3 = 3z no ponto (1, — 1,2). 


Solução 


xyz + х. y +: =3z@ x 


Е(х, y, z) 


F 
Уку, = | ——, 5S, — | = (yz + 3⁄2, xz + 3y, xy + 322 — 3). 
дх ду дї 


УЕ(1,—1,2) = (1, 5, 8). 


Plano tangente em (1, — 1, 2): 


ERA, = A (1, —1,2y]J'=0 


ou 
(1, 5, 8) * [(x, y, 2) — (1, — 1,2)] = 0 
ou seja, 
(х= 1) + 5 (у +10) +8 (2- 2) = 0 
ou, ainda, 


х + 5у + 82= 12. 


Reta normal em (1,— 1,2): 


(x y, 2) = (1, —1, 2) + А(1,5,8),А € R. L| 


EXEMPLO 2. Considere a função z = f (x, у) dada 
| 2 2 i 
” — | шээг fp tr 2 Determine 
J G у) = 48 — 3x* — y” 
equação do plano tangente no ponto (1, 1, £(1, 1)). 
Solução 


1.ºprocesso 


por 


¿-f(1,1)= SL a, Dir-1* Y ano-» 
dy 

10,1)-2 

sr. Es ; TEM > 

dx  248—3x2- y? дх 2 
c ; logo, La, 1) =-2 

ду 248—332 — y? ду 2 

2-2- 26 1) 20 


é a equação do plano tangente em (1, 1, f(1, 1)). 


2.ºprocesso 

2 2 2 2 
830 — ээс > — 
A função é então definida implicitamente pela equação 


3х2 +y? +72 -8=0 
А 
Е(х, у, 2 


У F (1, 1, 2) é, então, normal ao gráfico de fno ponto (1, 1, f(1, 1)). 
V F (x, у, 2) = (6x, 2y, 22) = V F (1, 1, 2) = (6, 2, 4). 
A equaçào do plano tangente em (1, 1, 2) é: 


(6,2,4)  [(x, y, 2- (1, 1,2] = 0 


ou 
6(x-D+2(y-D+4(2-2)=0, 

ou, ainda, 

” = 3 

2-2 = -38-0-10-0 u 


EXEMPLO 3. A imagem da curva y (1) está contida na interseção das superfícies 
2 3 2 > 


x +2y +z=4ex + y + := 3, Suponha у (10) = (1,1,1) ey (10)4(). 


a) Determine a reta tangente a y no ponto y (10). 
b) Determine uma curva y (1) nas condições acima. 


Solução 


a) Sejam F (x, y, z) = x2 + 2y2 + z ë G (x, y, z) = x2 + y + z. 
Para todo t no dominio de y devemos ter 


Fo()-4eGQ()- 


pois a imagem de está contida nas superfícies de nível F (x, y, z) = 4 e G (x, y, z) 
= 3. Segue que 


VF(y(t): y (tp 20 e VG(y(tg)* y (t) = 0, 


ou seja, у (10) é normal aos vetores У F (1, 1, 1) e V G (1, 1, 1); logo, у (10) é 
paralelo ao produto vetorial V F (1, 1,1) A V G (1, 1, 1). Temos: 


i j k > > 
VF(LLIDAVG(LI,D7|2 4 1|=3i —6k. 
2: 11 


A equação da reta tangente a y no ponto y (10) = (1, 1, 1) é: 


(5,27 (,1,1)+4(3,0,- 6), € fA. 


2 ; ? 

x^ + 2y* 2 - 4 
> 

x^ ЕЕ у 2 — 3 


x2 + y + z= 3 = z= 3 — х2 — y. Substituindo na 1.º equação vem: 


b) 


х2-2у/2-3-х3х2-у-4 


2 1 
e, portanto, 2y — y — 1 = 0, ou seja, y = 1 ou y = — — isto é, y não depende de 


3 


= 
x. Como a curva deve passar pelo ponto (1, 1, 1), vamos tornar y = 1. Segue que z 
= 3 — х2 — 1, ou seja, z = 2 — x2. A imagem da curva y (1) = (t, 1, 2 — 12) está 
contida na interseção das superficies e passa pelo ponto (1, 1, 1). Sugerimos ao 
leitor desenhar a imagem de y. 
m 


Exercicios 13.2 


1. Determine as equações do plano tangente e da reta normal à superficie 
dada, no ponto dado. 


а) x^ + зу? +42 = 8 em (1, —1, 1) 


b) 2xyz = Зет | —,1, 3 


X су 
с) те +: = 2em (2, 2, 1) 


. A funçào diferenciávelz = f(x, у) é dada implicitamente pela equação x3 
+ y3 + 23 = 10. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no 
ponto (1, 1,/(1, 1). 

2 2 2 ||] 


Determine um plano que seja tangente à superfície x +3y + 22 = — 


6 


e paralelo ao plano x + y + z = 10. 


. É dada uma função diferenciável z = f(x, y) cujo gráfico está contido na 


superfície х2 + y2 + 22 = 1. Sabe-se que 
11 [2 
. wo : Р 
Ї Sos = - Determine a equação do plano 
` 
2 9 2 
- - РА 
f 
1 1 42 
tangente ao gráfico de fno ponto] —— c 
5: 9-— . 
= - — 


. Aimagem da curva y (f) está contida na interseção das superfícies х2 + y2 
— 


+2 = зех cay) - 2-3, Suponha y (t ) = (1, 1, D еу (t ) # 


0 B o 0 


. Aimagem da curva y (1) está contida na interseção da superfície cilíndrica 
x2 + y2 = 2 com a superfície esférica x2 + y2 + 22 = 3. Suponha y (10) = 
(1,1,1)e y (00) #0. 


Determine a reta tangente a y em y (10). 


a) Determine a reta tangente a y em y (10). 
b) Determine uma curva y (1) satisfazendo as condições acima. 


7. É dada uma curva y (1) cuja imagem é a interseção das superfícies 4x2 + 
y2=lex+y+z= 1. Suponha y (10) = (0, 1, 0) e y (10) 40. 
a) Determine a reta tangente a y em y (10). 
b) Determine uma parametrizagáo para a intersegáo acima. 


[ ? > 
| | 418 + x^ + y” 
Considere a função me — Ч s š 


y 

a) Determine uma função F (x, y, z), que não envolva radicais, tal que a 
função dada seja definida implicitamente pela equação F (x, y, z) = 0. 

b) Determine a equação do plano tangente ao gráfico da função dada no 
ponto (2, 2, 1). 


9. Determine a equação do plano normal, em (1, 2, 3), à interseção das 
superfícies x2 + y2 + z2 = 14 e xyz = 6. 


10. Determine um plano que passe pelos pontos (5, 0, 1) e (1, 0, 3) e que seja 
tangente à superfície x2 + 2y2 + 22 = 7. 


13.3. DERIVADA DIRECIONAL 
= 
Sejam z = f(x, у) uma função, (x , y ) um ponto de D e — (a, b) um 
о 0 i 


vetor unitário. Suponhamos que exista r > 0 tal que para | t | < r os pontos da reta 
цан 
(х,у) = (х +at y + bt) pertençam ao domínio de f Como estamos supondo 
0 0 


= (a, b) unitário, a distância de (х0 + at, y0 + bt) a (x0, y0) é | t | (verifique). 


(xo + at, yg + bt) 


> 
Pois bem, definimos a taxa média de variação de f; na direção = (a, b), 
entre os pontos (x0, y0) e (х0 + at, у0 + bt) por 


O f (xo + at, уу + bt) — f (xo. yo) 
t 


Vamos destacar, a seguir, o limite de (1) para t — 0. 


Definicáo. O limite 


xo + at, yo + bt) — f (xo. y 
д] (худ) = lim J (xo + at, vo + bt) — f(Xo, уо) 
t50 £ 


— 


du 


quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto (x0, 


— > 
y )e na direção do vetor = (a, b), com unitário. 


Р , 
A derivada direcional 24 (Xo. Yo) denomina-se, também, 


du 


taxa de variação de f no ponto (x ,у ) e na direção do vetor |. Observe: 
0.0 


97... fo + at, yo + bt) — f (xo; yo) 
“ВМ Ву es === 
t 
du 
sendo a aproximação tanto melhor quanto menor for | t |. 
As derivadas parciais de /, em (x0, y0), são particulares derivadas direcionais. 

De fato: 
of 

ER 


di 


/(хо +t, yo) - f(xo. уо) 9f 
t dx 


(хо. Yo) = lim (х0. Yo) 
t50 


д] 0 fQo.yo +0) – (хо. уо) _ ðf 
— (Xp Yo) = lim =———  — = = (xo. Vo). 
ree 150 t ду 920 


д] 
E (X, Ы y Je T ERG (X 23 ) 840, 
0° ^0 ду 0: ^0 


Deste modo, 


« 
respectivamente, as derivadas direcionais de f; no ponto (x0, у0), e nas direções 
+ — 


e q 00 


, 
A seguir, vamos interpretar geometricamente Zä (Хо, yo). 


du 


Para isto, consideremos a curva у (1) dada por 


T 
< 
| 
po 
о 
E 
= 
— 


N 

Il 

vs 
nu, 
~ 
— 


onde g (1) = f(x0 + at, y0 + br). 


гд 


| 2 y 
| (xp + at, y + bt) 
A 
х Р 


Observe que а imagem de у está contida no gráfico de /: Temos: 


80) — 800) _ pim L0 tat, yo + bt) — fo yo) _ of (ъз), 


ди 


g'(0)= lim 
150 t 150 t 


ou seja, 


| д 
в' (0) = E (o yo). 


ди 
Segue que 
У (0) = (a, b, g' (0) = E b, 2£ (ху, уо) 
ди 


. Então, 


y (0) = (a, b,0) + o ф ЛД, 2 
ди 


y (0) af 
ti == 8 vo) 


ди 


(а, Ь, 0) 


д] 
Como (а, b) é unitário, = (xo. yo) = tg B (veja figura 


du 


anterior). 


2 2 of 


EXEMPLO 1. Seja f(x, y) ^x +y «Calcule у ( ¡A 1 Еи ё 


ди 


о versor de 


Solução 


д] 


Inicialmente, vamos calcular -5 ( 1 ` 1 Torie u (a, b) é um 


ди 


vetor unitário qualquer. 


+at,1+ bt) — f(l, 
ФЇ (1,1) = tim Jte яг 0,1) 
ди t50 
y. y) 
= “=>? 
= и CEE TET) n V spp 
t50 £ 
Ouseja, 


a) 


tem 4 A 42 


é tangente em (1, 1) à curva de nível f(x, y) = 2 ou seja, x2 + y2 = 2 (verifique). 


> (— 1, 1) 1 1 - 
и = —. = —, — | H 


Portanto, é razoável esperar que, nesta direção t, a taxa de variação de f em (1, 
1), seja nula. (Por quê?) De fato 


t 1 
| 2 (+5) = 
> 2 
du 
> 2 2 
b) u = 0,2) -| 19 - |=» 
II. 231 45 N5 
LL q ay =. E, 
> 45 


2 (1,1) — Es ES ; observe 
(1, DN 42.42 


que é o versor do vetor gradiente V f(1, 1) = (2, 2). Temos: 


Note que o valor de EE ( li 1 ) para 


M 
= 
” 
© 
B 
Ë. 
© 
3 
2 
Ë 
a 
з 
8 
5 
s 


i = 


ч , 
sendo f diferenciável, —› (Xp. Yo) assumirá valor máximo para 


du 


igual ao versor do vetor gradiente V f(x ,y ). 
00 


EXEMPLO 2. São dados uma função f(x, у) = х2 + y2, um vetor unitário (a, b) e 
um real A > 2. Suponha que (1 + sa 1 + sb e 


t 


| com s > 0 e t> 0, pertençam à 


1+ ——,1+ — 
E | 
Ч 2 № 2 
curva de nível f(x, y) = B. Compare a taxa média de variação de f'entre os pontos 
(1, 1) e F + sa 1 + sb) e entre os pontos (1 1) e 


TENE a 
2 502 


Solução 


(1 + sa, 1 + sb) 


Sendo (a, 5) unitário, a distância de (1 + sa, 1 + sb) a (1, 1) é s; a distância de 


] + Es a (1, 1) é £ Se 


2 42 


resulta, para ( q, b) = 7 š 


"ЭТЭ 427 
8 t 


д] 


É razoável, portanto, esperar que (1, 1) assuma valor máximo para 


du 


д] 


EXEMPLO 3. Seja > = (a, b) um vetor unitário dado. Calcule = (0, 0) 
и 


ди 


onde 


3 


Хэ 
/®у)= үх2--у2 se (x, y) * (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0). 


Solução 
a? 
F(0+at,0+bt)— f(0,0) _ (at + (bt)2 a 2 ойд 
t t a? +b? : ` 
1 


i 0 + at, 0+ br) — 700.0 
2f (0,0)= im 20765019) fOO _ з 


t 
ðu г- 0 


ou seja, para todo vetor unitário (a, b) 


EM 
du 
Já vimos que f é continua em (0, 0), mas não diferenciável em (0, 0). Este 
exemplo mostranos que uma função pode ser contínua num ponto, ter derivada 


direcional em todas as direções neste ponto, e mesmo assim não ser diferenciável 
neste ponto. 


(0,0) = а?. " 


13.4. DERIVADA DIRECIONALE GRADIENTE 


O objetivo desta seçào é destacar mais algumas propriedades do vetor 
gradiente. Inicialmente, vamos provar que se / for diferenciável em (х0, y0), 
então f admitirá derivada direcional em todas as direções, no ponto (x0, y0), е 
cada derivada direcional se exprime de modo bastante simples em termos do 
gradiente de fem (х0, y0). 


: А 2 -» 
Teorema 1. Sejam f: 4 € > ‚А aberto, (х,у) e Ae - 
jam f: 4 c R -R 6,9) 


и 


(a, b) um vetor unitário. Se f(x, y) for diferenciável em (х0, у0), então f 


> 
admitirá derivada direcional em (x , y ), na direção ‚е 
0 0 


д => 
a (Xo. Yo) = Vf (Xo: Yo) * u. 
ди 


Demonstração 


Seja g dada por g (1) = f(x0 + at, у0 + br); da diferenciabilidade da fem (х0, 
y0) segue a diferenciabilidade da g em t= 0 е, pela regra da cadeia, 


, ð ð 
8 (0) = — (хо. yo) а + = (Xo. yo) b = V f (xo, yo) * (a, b) 
ðX y 


Como 
ðf 
— (xo Yo) g' (0) 
ди 
resulta, 
эг (х0. Yo) = V f (Xo. Yo) * pd = 
ди 


O teorema anterior conta-nos que se f (x, y) for diferenciável em (x0, y0), 
então 


— 


д | 
SL (xo Yo) = Vf (xo. yo) * u. 
ди 


Entretanto, se fnão for diferenciável em (x0, y0) esta relação não tem nenhuma 
obrigação de se verificar. (Veja Exercício 21.) 

De agora em diante, quando nada for dito sobre uma função / (х, у) ficará 
implícito que se trata de uma função definida num aberto e diferenciável. 


Vimos na Seção 6.4 que se m. e são vetores não nulos e 0 o ángulo entre 
pas | =» ‚ se nid for 

w- и =lwlliultcos Ө u 
> > ! Ma 

. Na figura a seguir, а 
w u = lwllcos 0 `` H 


- 
é a projeção de ‚па direção , onde 


a=Ilwllcos 6 
— 
a =llwllcos 0 é 
— 


eles, entáo 
unitário, 
Diremos que o número a componente 


— 
escalar de „ла direção 


9 , 
Veremos a seguir que > (Xp. j 0 ) é a componente escalar de У f 


ди 


ERES ES, 
x ,y ) na direção e 
0 0 и 


э э 
Suponhamos V f(x ,y )# e unitário. Seja 0 o ângulo entre V f(x , 
oo (O) H 0 
=> 
у)е u Temos: 


LE куу) = V f(x yg) И = IIV f (xo. Yo) l+ II Z cos 6. 
du 


Como é unitário 


AF. (хо. yo) = II V f (xo. yo) Il cos 0. 
ди 


д : : HON 
A (Xo. yo) é a componente escalar de V f (xo, yo) na direção и. 
du 


ATENÇÃO: A (хо, yo) 6 número. 
ди 


Teorema 2. Seja f: A С R: > Ra aberto, diferenciável em (x 
— 


e tal que V f (xg yo) = 0r Entào, o valor máximo de 


070) 


= (Хо, Yo) ocorre quando H for o versor de 


du Ё ший 

V fX yg) + u = _VÍS (o, уо) ~ 
ПУ f (xo, Yodll 

22 x 9 valor | máximo 

SL (Хо, Yo) éll Vi (X9. уу! 

ди 


Demonstração 


мж. (Хо, yo) = II V f (xo. yo) ll cos 0 
du 


Р ` 
=3 (Хо, yo) terá valor máximo para 0 = 0, ou seja, quando 


д1 
u of 


—— Ë » 
for o versor de V f(x , y ). O valor máximo de => (X9. Yo) é 


0 0 д и 
então || V f(x0, y0) ||. 
п 


O teorema acima nos diz, ainda, que, estando em (x0, y0), a direção e sentido 
que se deve tomar para que fcresça mais rapidamente é a do vetor V f(x0, y0). 


m 


EXEMPLO 1. Calcule ( 1 ` 2) onde 


ди, 
ТО, y) = х? + ху,е и 


T versor de 


a —_ 


=(1,1) 
ын 
b) = 
"= (3,4) 
w 
Solução 


Como fé diferenciável 


д] Ku 


—= (1, 2) = Vf(1,2) ° ц. 


ди 


V f(x, y) = (2x + y, x); logo, V f(1,2) = (4, 1). 


a 


= v 1 1 А 
a) и = =š БЕЗЕ 
lvl o ^ NT 
3f 032 (дл). ET --| 
ди V2 v2 
- 
= 3 
03) 
ШШ 
3 
21 a,2)= G, 1)- (=. 5)= 
ди ` 


EXEMPLO 2. Seja f(x, у) = x2y. 


д] 


a) Determine de modo que = (1, 1) seja máximo. 


du 
д] 


—y ба» 


du 


b) Qualo valor máximo de 


c) Estando-se em (1, 1), que direção e sentido deve-se tomar para que f cresça 
mais rapidamente? 


Solução 


VIA, D= La, 1), ага, 1) | = (2, 1). 


a) Como fé diferenciável em (1, 1) e V f(1, 1) # (0, 0), segue que 


> УР) 


1) é máximo para и — — 0 Seja, 


IV f (1, DII 


b) [0] valor máximo de 
LM Déll V f(l, 1) ll = 


du 


c) V f (1, 1) = (2, 1) aponta a direção e sentido em que f cresce mais 
rapidamente em (1, 1). 
ч 


EXEMPLO 3. Admita que T (x, y) = х2 + 3y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy: T(x, y) é a temperatura no ponto (x, y) (supondo T em 
°C, x e y em cm). 


a) Estando-se em 2, — | qual a direção e sentido de maior 


2 


- 


crescimento da temperatura? Qual a taxa de crescimento nesta direção? 


b) Estando-se em 9 — | qual a direção e sentido de maior 
=. 
2 


decrescimento da temperatura? Qual а taxa de decrescimento nesta direção? 


Solução 


a) 


УТ | 2, 


— 


= (4,3) =41 +3] 


aponta, em Р, , a direção e sentido de maior crescimento de 
РА 


VT 2, À 
2 


: < 
temperatura. Nesta direção, | = ——əƏ A — c — n — m h а 


ут| 2, 1 


— 


taxa de variação da temperatura é máxima: 


— 


"(= )- ут 23) = 5 (*C/cm), 
2 2 


РА 


1 


o que significa que, a partir do ponto Э — [|е na direção e sentido de 
— ++ 


bo 


ут| > 


a temperatura está aumentando a uma taxa aproximada 
=. 


л 
2 


de 5°C por cm: 
ar D z 
52 5 


t 


sendo a aproximação tanto melhor quanto menor for o t. 


1 — — 
мне БЕ, 


aponta, em Э 


<. 


— a direção e sentido de maior decrescimento da 
2 

VT| 2,— 
E 2 


temperatura. Nesta direção, M == 


vr(2:5)| 


a taxa de variação da temperatura é minima: 


1 
vr( 22.) 
SE m -vr(25] 2 --|rr(s3) 
F 2 2 1 2 
ди | z "e 
2 
ou seja, 
oT p 
— | 2, — | = —5 (°C/cm). 
3 2 
ди 
Nesta direção e sentido, a partir de 2 T | a temperatura está 
"2 


decrescendo a uma taxa aproximada de 5°С por cm. 
m 


EXEMPLO 4. Suponha que T(x, y) = 4x2 + y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy. Determine uma parametrização para a trajetória 
descrita por um ponto P que se desloca, a partir de (1, 1), sempre na direção e 
sentido de máximo crescimento da temperatura. 


Solução 


Por considerações geométricas, é razoável esperar que a trajetória descrita 
por P coincida com o gráfico de uma função y = f(x), com f (1) = 1. 


VT(xy 


O coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f em (x, y) é 
dy 


— = F A (x ) Como VT (x, y) ^ (8x, 2y) deve ser tangente ao 


gráfico de f; em (x, y), devemos ter 


dy 2y 
Ф E a 


Observe que a diregáo do vetor 


— — 


V T (X, y) = Rri + 2yj tem coeficiente 


2y 
8x 


In y = ER [Es Sl 
4 4x 


Para que a condição f(1) = 1 seja satisfeita, devemos tomar k = 0; assim, 


angular Separando as variáveis em (1) e integrando, obtemos, 


1 Т 
шу=—Шшх ou у= Yx. 
Segue que y (1) = (t, 41 ) t > 1, é uma parametrização para a trajetória 


descrita por P. Outro modo de resolver o problema é determinar funções x (1) e y 
(1) tais que a curva y (1) = (x (0), y (D) satisfaça as condições 


[v =VT(y(t) 
ly) d, р). 


YO vTG() 


Т (х,у) = с 


Temos: 


у (1) = VT (y (0) < (x(t), YA) = (8x (0). 2y (0). 


Deste modo, x (ї) e y (1) devem satisfazer as condições 


x= Rx 


у=2у 


x(0)=1 e y(0)=1. 


Deixamos a seu cargo verificar que x = e8 e y = e2t satisfazem as condições 
acima. Assim, 


y (t) = (e, e”), t > 0, 


é, também, parametrização da trajetória descrita por P. 
m 


EXEMPLO 5. Calcule a derivada direcional de f(x, y) = x2 + y2 no ponto (1, 2) e 
— — 
na direção do vetor . .. 
2i — j 
Solução 


af 


O que queremos aqui = (1, 2) onde é o versor de 
du 
— 
Ad e j 


=ý - ey 
Vfu,22Q4eu- EO) 


102, — DI 45 N5 
assim, 
9, 
ог (1,2) = aa | —. l ЇЕ и 
ju v5 45 


Observação. Tudo o que dissemos nesta seção generaliza-se para funções reais 
de três ou mais variáveis. 


EXEMPLO 6. Calcule a derivada direcional de f(x, у, 2) = xyz no ponto (1, 1, 3) 
— — - 

e na direção + . Ёл 
i+j+k 


Solução 


223 (01,13) — Vf(QLALS)« u 


эй 
"E Ку; = — 
ар Е. + j + k 
d 
3 


p (1; 1.) | 1 1 | 
= "22 =| — ‚——|еЎ/(1,1,3)=(3,3,1) 
[a. 1,1) 3 43 
Assim, 
91 1 1 1 Ч 
— (1,1,3) = (3,3,1) | —,—,— |= —. 
> E 5 (5 43 E) 43 " 


Exercicios 13.4 


A 


9f | 


du 


2 2 = 
a)f (x, y) = — 3y , (хо. Yo) = (1,2)e u о versor de 2 


" ) 
Саїсше Xp. y 0) ‚ sendo dados: 
=> > 
i + j. 
СЕ Y E 
b)f(x,y) = e* ^Y , (xg, yg) = (1, D e u o versor de (3, 4). 
х ә 
©) f (x, y) = arctg —, (Xp, yg) = (8, 3)e u = | 
у 


> > > 


4) f (х, у) = ху, (хо, yo) = (1, 1) e u oversorde i + j. 


- Em que direção e sentido a função dada cresce mais rapidamente no 


ponto dado? E em que direção e sentido decresce mais rapidamente? 


2 ” 
a) f (x, y) = x^ + xy + y“ em (1, 1). 
b)f (x, y) = In ll (x, y) ll em (1, — 1). 


p xx ER 1 
c) f, у) = 44—x^ – 2у em | 1, = | 
x Ó f 


Seja f(x, y) = x arctg 777, Calcule (1, 1), onde aponta na 
50 и 


| ди 


direção e sentido de máximo crescimento de f, no ponto (1, 1). 


. Calcule a . . derivada - direcional de 


f 
| 2 2 
f (x, y) — 41 + x* + y” no ponto (2, 2) e na 
diregáo 
=> ЁС — — 
a) v = (1,2) bw--i +2] 


N 


Calcule a derivada direcional de f x, y) = — ə —.'.—— ə> ——— 


> — 
ji +3) 


Uma função diferenciável f(x, y) tem, no ponto (1, 1), derivada direcional 
— — 


no ponto (— 1, 1) e na direção 


=> — 
4 [ = 3 j Calcule 
a) V f (1, 1). 


f » da? 
— (1, l)onde u éoversorde і + j. 


igual a 3 na diregáo 3 í + 4 ] e iguala — 1 na direção 


b) 


-» 


ди 


Admita que T (x, у) = 16 — 2x2 — y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy. Determine uma parametrização para a trajetória 
descrita por um ponto P que se desloca, a partir do ponto (1, 2), sempre na 
direção e sentido de máximo crescimento da temperatura. 


Seja / (х, у) = xy. Determine uma parametrização para a trajetória 
descrita por um ponto P que se desloca, a partir do ponto (1, 2), sempre na 


direção e sentido de máximo crescimento de f. 


Seja f(x, у) = xy. Determine a reta tangente ao gráfico de f; no ponto (1, 2, 


f(1,2)), que forma com o plano xy ángulo máximo. 


Seja f (x. y) = x + 2y + 1. Determine а reta contida no gráfico de f. 
passando pelo ponto (1, 1, 4) e que forma com o plano xy ângulo máximo. 


. Um ponto Р descreve uma trajetória sobre o gráfico de f(x, у) = 4x2 + y2. 


Sabe-se que a reta tangente em cada ponto da trajetória forma com o 
plano xy ângulo máximo. Determine uma parametrização para a 
trajetória admitindo que ela passe pelo ponto (1, 1,5). 


. Admita que o gráfico de z = xy represente uma superfície própria para a 


prática do esqui. Admita, ainda, que um esquiador deslize pela superfície 
sempre na direção de maior declive. Se ele parte do ponto (1, 2, 2), em 
que ponto ele tocará o plano xy? 


. Seja A= (f(x, y) € Rs — x2 — 4у2 > 0). Suponha que o gráfico de z = 5 


— x2 — 4y2, (x, y) € A, represente a superfície de um monte. (Adote o km 
como unidade de medida.) Um alpinista que se encontra na posição (1, 1, 
0) pretende escalá-lo. Determine a trajetória a ser descrita pelo alpinista 
admitindo que ele busque sempre a direção de maior aclive. Sugerimos ao 
leitor desenhar o monte e a trajetória a ser descrita pelo alpinista. 


Suponha que T (x, y) = 40 — x2 — 2y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy. (Admita que x e у sejam dados em km e a 
temperatura em °С.) Um indivíduo encontra-se na posição (3, 2) e 
pretende dar um passeio. 


a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverá percorrer se 
for seu desejo desfrutar sempre da mesma temperatura do ponto (3, 2). 

b) Qual a direção e sentido que deverá tomar se for seu desejo caminhar 
na direção de maior crescimento da temperatura? 


c) De quanto a temperatura se elevará aproximadamente, caso caminhe 
0,01 km na direção encontrada no item b? 


d) De quanto decrescerá, aproximadamente, a temperatura, caso 
— 


caminhe 0,01 km na direção „? 


` Calcule a derivada direcional da função dada, no ponto e direção m 
indicados. 
E = э > 
a) f(x, у, 2) = xyz em (1, 1, 1) e na direção w 22 i + j — k 
N 3 э 2 э > 
b) f (x, y, z) = x^ + xy + z em(l.2, —1) e na direção w = i +2j + k 


A função diferenciável f (x, y, z) tem, no ponto (1, 1, 1), derivada 
— — 


direcional igual a 1 na direção 4 ` + ^ , igual a 2 na 
3 


—> > = 
direção A ° * e iguala zero na direção ғ. Calcule 
= ES eo 


J 


19. 


. Seja g (r, 0) = f(x, у), com x = r cos деу = rsen 0, Te y) é suposta 


д] 


o valor máximo de y LES ї, 1 ) 


du 


— 
Seja f (x, y) diferenciável e sejam e = dois vetores de R° 
и у 


unitários e ortogonais. Prove: 


à > əf > 
VfG@ у) = La Du + La, y) v. 
ди ду 
A АРОН зай banana E 
= (х, ye E (x, y) são os componentes de V f (x, y) em relação à base (u, v). 


ди ду 


diferenciável num aberto do 2. Sejam 
> > > > = 
и =cos0 i t senÜ j e v = —sen@ i + cosÓ j 
. Mostre que 
1 
а) » (ғ, 8) = af (x, y e = (r, @ = zf (х, у). 
Ё ди ú ду 

д 7 д > 
b) V f(x, y) = 2L (x, y) u + et (х,у) v. 

ди ду 


2 2 
c) II V f(x, у) 2 = Е (r, o | + ЭГ: (r. 9 | ‚ onde x = r cos деу = rsen 0. 
ór r“ | 00 


Calcule lI У rj (1, 1) lI sendo 


4 


f(x, y) = | arc sen 


(Sugestão: Faça g (r, 0) = f(x, y), com x = r cos беу = r sen 0 e utilize o 
item c) do exercício anterior.) 
20. Suponha f(x, y) diferenciável no aberto 4. Sejam (s, /) as coordenadas do 
vetor (x y) em relação à base ( `, ) onde 
› 
=> > 


и = (cos a, sen a4)e v = (—sen о, cosa). 
. Considere a função g dada por g (s, t) = f(x, y). Mostre que 


02 д д д 
(5,1) = ЭХ, (x, y) e 28 (5,1) = Sf (x, y). 
ду lin дї E 
ди dv 
Interprete. 
21. Seja xs 
Ра, y) 9 — — — se (x, y) + (0,0) ef (0,0) = 0 
ху? 
. Mostre que 
д] : cm -2 : 
— (0,0) + Vf(0,0)* и, onde и = | —— — | Explique 
к? 42 «2 


22. Seja f(x, y) diferenciável no aberto 4 de Re e sejam y (1) e ó (t) duas 


curvas definidas e diferenciáveis num intervalo aberto / е com imagens 
contidas em A. Suponha y (10) = д (10), 
> 


11 y (to) II = 1,1 9 (fg) M = 1. V f Cy (£9) FO0e y (10) 
о уегѕог de У f(y (10)). Suponha, ainda, que y” (10) não seja paralelo a ó' 
(10). Prove que existe r> 0 tal que 


f (y 0) > f (8 (0) para ty < t < to + r 


° 


Interprete. 


23. Seja f(x, у, z) diferenciável num aberto do R? e sejam А $6 
j uv W 


vetores do B unitários e dois a dois ortogonais. Prove: 


Vf(x, y, zo — (x, y, z) u + (х, у, 2) v + — (х, y, Z) W. 
=> => — 
ди ду ду 


24. Seja F (z Ө,т) = f(x, y, z), com x = r cos деу = r sen 6, onde fé suposta 
diferenciável num aberto do B: Prove que 


дЕ BEN Э ДЕ ? 

У(Х, у, 2) = — (r, 0, и + — — (r,0,z) v + — (r, 0,z) k 
ór r 00 z 

=> — ә > E > 

onde и =c0s Ө i +sen@0 j e v = —sen Ө i +cos@ j. 


25. Seja F (r 0, 9) = f(x, y, 2), com x = r sen ọ cos 0, y = rsengsen0ez=r 


cos р, onde fé suposta diferenciável num aberto de 3. Prove que 
E дЕ ps дЕ Б 1 дЕ > 
Vf у, = — (г, 0, Фф) и + — (rn 0, ф) v + — — (r, 0, ф) w 
дг rsene 00 r дф 


ES E 


onde и = (sen q cos Ө, sen e sen 0, cos e), v = (—sen 0, cos 0) e 


w = (cos e cos 0. cos q sen 0, —sen q). 


14 
DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


14.1. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


Seja a função z = f(x, y); na Seção 10.1 vimos como construir as funções 


of of 


— e . Da mesma forma, podemos, agora, construir as funções: 
dx ду 

^2 Р 2 2 Р 2 Р 

Sf o (2£) Sf o E Sf o "d Sf o (2%) 
2 әх\дх/ ay? oyloy) óxóy oxloy) ayax oylox) 


д 
er o(sr) әу (07 

37 T p= - etc 
ð Ox | ðx4 J ðxðyðx дх\дудх 


EXEMPLO І. Seja f(x, у) = 4x5y4 — 6x2y + 3. Calcule todas as derivadas 
parciais de 2.º ordem. 


Solução 


97 (х y) = 20x* = ige 21. 


(х у) = 16x y _ 62, 
ox ду 


2 P 
9 f tr, yy = A (2 (х, »)= » Q0x^* — 12у) = 80:3 — 12. 
X X 


9-7 (х, у) = a ( 97 (х, ») - д (2ох%у* — 12xy) = S0x*? = 12x. 
I ду Vox I ду I М 5 


š : 
9 f p= PË (x, »|= 9 (1657-6612) = 480352. 
д ду \ ду ду 


° (х, у) = e E (x, »] = 2 (ay? = 6х2) = воху? - 12х. п 
n x 


өхөу ` дх Loy 

чое que, neste exemplo, 
af af 2 
— (х, у) = ——Ux, y), para todo (x, y) Є R? 


дх ду ду дх 


EXEMPLO I 2. Seja 


‚З 


ху 
fay=127 9 y) + (0, 0) 
0 se(xy)=(0,0) 
Mostre que 
92 f 92 f 
0,0) = 0 »)-2-1-(0,0) -1 
7 дх ày i 9y T ) 
Solução 


a) Devemos, primeiro, determinar . Para (x, y) # (0, 0), temos: 


ду 


af Ш 3xy2 (x2 + у2)- 2xy* Ш ху! + 3x3y2 
(x, y) = 2 7.7 E 2 gy 2% 
y (x^ + y^) (x^ + y^) 


Em (0, 0) temos: 
ЭХ (0,0)= lim 
у- 0 


ТОО, y) — 700, 0) 
dy ) 


у 


= 0. Assim, 


ху! + 3x3y2 


9 tec eal = АШ 
E (x,y)= 4 (17 + у2)2 
ду 0 ` 


se (х, y) = (0,0) 
se (x, у) = (О, О). 


Temos, agora: 


Е эт 
2f 2 (s oj — 27 (0,0) e 
Í (0,0)= lim 2 ду = 0 ou seja, (0,0) = 0. 
дх ду x— 0 х-0 дх ду 


se (x, у) + (0, 0) (verifique). 


se (x, у) = (0,0). 


д, 
9f (0, » - X. (o, 0) af 
lim -2% dx = Vou seja, 2 (0,0) = 1. п 
дудх 150 y Ü: ду dx 
" 
exemplo anterior mostra-nos que a igualdade 


о 
г) f 3 "y f 
EU NE ( X. y) = — 
E E - E 
dx dy ду dx 
verifica. O próximo teorema, cuja demonstração é deixada para exercício (veja 


Exercício 15), fornece-nos uma condição suficiente para que tal igualdade 
ocorra. Antes de enunciar tal teorema, vamos definir função de classe Cn. 


Uma função f: 4 C R: > R A aberto, é dita de classe Cn em A se f 


(x y) nem sempre se 


admitir todas as derivadas parciais de ordem n contínuas em 4. 


O teorema que enunciaremos a seguir conta-nos que se / Тог de classe C2 em 
А, А aberto, então as derivadas parciais mistas 


92 f 92 f 


e ———— SETÃO iguais em A. 


dx ду dv dx 


Teorema (de Schwarz). Seja f: A C Re > R A aberto. Se f for de 
classe C2 em 4, 


para todo (x, y) € A. | 


Exercicios 14.1 


1. Calcule todas as derivadas parciais de 2.º ordem. 
a) f(x, y) = x3y2 
b) z= ex2 — y2 
е) z= I (1 + x2 + y2) 


d) g (x, y) = 4x3y4 + y3 


2 A 


Seja ( X. y ) = = ш 3, у) 
дх ду ду дХ 
Verifique que 
a)x (x, у) + у (x y aia 9) 
P y дх дх 

e e 4 
b) f EE f G=- aa 

дх- ду? ӨТ 

2 > 
: of а> : 
Verifique que / Í = " D=In(x + 
дх2 ду? 

y2). 


Verifique que p + y 


х 


2=(xa+yeY 


5. Ѕејат fg : A C Re > Ra aberto, duas funções de classe C2 e tais 


àf 298297 . e 
dx ду ду дх 


Prove que 


2 2 2 2 
ii E 65.9 8-6 


> 2 2 2 
дх- ду? dx ду? 
6. Sejam f: A C р: > [2 de classe C2 no aberto 4. Justifique as 
igualdades. 
ES. у y él. i PO Син 
х ду ду дх ôxôz  ózóx дудс дӧсду 


| Seja f< Y, 2) = f 


Verifique que 


Pf a? f = д? f 


? ” 9 
2 2 »4 
dx ду z 
8. Seja 
: 
хэ Wo 2 2 
fe poi uu 50000 * 00.0) cias EL 0,0) e EL (0,0). 

i x ду ду дх 


0 ве (х, у) = (0, 0) 


12. 


Seja u (x, f) = A sen (alt + 9) sen 2x, com A, a, д e y constantes. Verifique 
que 


Seja u = f(x — at) + g (x + at), onde fe g são duas funções quaisquer de 
uma variável reale deriváveis até a 2.º ordem. Verifique que 
a? D 
д= и » ди 
= a Am 
01 дх 


. Sejam x = x (u, v) e у = у (u, v) duas funções que admitem derivadas 


parciais num mesmo aberto 4. Suponha que (1, 1) € 4 e que x (1, 1) > 0. 
Suponha, ainda, que para todo (u, v) € 4 


3,433 
x EY -—-u-—yexy—u-2v. 


Calcule gr 


àu | "7-1 
у=] 
х 


y == yuo Ў 
Seja ds Т7 луе - . Verifique que 

3 = 
0°: Oz 
P дүүг eee 


X - y 
өх? ду dx? 


. Seja z= f(x, y) de classe C2 no aberto А e seja (x0, у0) € 4. Suponha que 
(x0, y0) > f(x, y), para todo (x, y) € А. Prove que 


2 Э 


— (Xp yo) < 0 e 
x^ ду? 


(Xo. yo) = (. 


Interprete graficamente. 


M. х2 —y? u 
. 7 - 2 
Seja g = | | sen té dt | du 
1 0 
Calcule 
92: 922 
а) Ру = 
дх ду əx2|x=1 
y = l 


15. Seja z = f (x, y), (x, y) € A, com А aberto. Suponha que 


д 
SE sf 
dx ду 
2 7? 
д^ д^ 
Pr. e—— f — —— — são contínuas em A. Seja (x , y ) um 
Ox ду ду дх 00 


ponto qualquer de 4; seja В uma bola aberta de centro (х0, у0) e contida 
em А. Sejam A e К tais que (x0 + h, y0 + k) pertença a B. Seja, ainda, 


estão definidas em A e que 


H (h, k) = f(x0 + h, y0 + k) — f(x0, y0 + k) — f(x0 + h, y0) + f(x0, y0). 


a) Considere as funções 
e (t) = f (t, yo + k) — f (t, yo) e p (s) = f (xo + h, s) — f (xo. s). 
Mostre que 


H (h, k) = e (xo + h) — @ (xg) = p (yo + k) — p (уу). 


b) Prove: existe /1 entre x0 e x0 + h tal que 


д ôf 
P (xo + h) — e (xg) = Pt) h = Р (tj. yo + k) L (t1. Уо | h. 
dx dx 


c) Prove: existem tl e sl, com tl entre x0 e x0 + he sl entre y0 e y0 + k, 


tais que 


5 


à 
H (h, k) = LE eun) = q (xg + h) — e (xp). 


ду 9x 
d) Prove: existem 12 e 52, com 22 entre x0 e x0 + h e s2 entre уд e y0 + k, 
tais que 


2 


f 


д 
H (h, К) = ——(0, s>) = p (yo + k) — p (yo). 


14.2. 


дх dy 
e) e a 
де] 07 f 
(o) у Yo Уо) 
дхду “O ayar T 


Observação. A razão de considerarmos a expressão H (h, k) é a seguinte: 


д] o f бо + h, yo) — (хог yo) 
=> (10, 99) =: lim M, 
дх һәо h 
of af 
dde — (Xo. Yo + k) — — (Xo. Yo) 
2 E О, УО m 0 0 


—— tao, yo) = lim 
ду dx k>0 k 
F(xo + h yo + k) — f(Xo» Yo + k) (xo + h, yo) — f (xo, y 
lim f (o 2 Fo» уо =s Jim Fo Уо) — f Gro» Yo) 


h>0 h h— 0 h 


= lim 
k50 k 


F(xo + h yo + k) — flo. Yo + k) — (хо + h, yo) + f Go. y 
= tm, [Am f (xo +h, yo + k) — f (xo, уо + k) — f(xo + h, yo) + f (xo w], 


кәо|ләо hk 


APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA ENVOLVENDO 
DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


Sejam f(x, y), x = x (t) e y = y (D diferenciáveis. Pela regra da cadeia, temos: 


d of dx , of dy 
— x, y)] = — (x, ) — + — Xx, y) — 
a G ул ax E д ay 3 


dx dv 
z у] = V ) E 
T ifa, y)] Р(х, y) (E r3 


д] 
дх ду 


em (x, y) é: 


Suponhamos, agora, que as funções 


, sejam também 


diferenciáveis. O gradiente de 


дх 


Ц2211271:2 


ou seja, 


af 92 f a? f 
зүгээ? E (x, y) ayax Y 


Temos, então, pela regra da cadeia: 


zo. »|- V La, mE Y i. 2 (3L o. „+ HL у) 
dt | ðx dt ax V ox dt ду\дх dt 


Assim, 


2 2 ) 
- a =! (x, у) 2. 
dt дх= dt дудх а 


Da mesma forma, 


de dx \ ду at ду\ду dt 


e, portanto, 
d | af 92у +Ë, 
= Ps »|- дх ду ii »2 a” ду? P: »2 2” 


EXEMPLO 1. Suponha f(x, y) de classe C2 num aberto do Re Seja g (1) = / 


(31, 21+ 1). Expresse g”(1) em termos de derivadas parciais de f. 


Solução 
2 (1) = f(x, у), x = 3tey = 2t + 1. 
, d of of dy 
t) =— x, yy) = — (3 dx, of = 
g (t) qz 0l "ia y) m m (x, 07 
ou seja, 
| д | д | 
8 ()= ге (x y) + 2 22 (х, y). 
дх ду 
Então, 
© ХЭН [E 2 


dt dt дудх dt 

dlof а? f dx а?у ау 

725 ЭЛЕ x. ар х, 

413 | 2 a "танаа 
Substituindo em 


dx dy 
(D| lembrando que — = Зе — = 2 
цаг dt 


vem: 


2 2 
09574045) +6 20 »-6 ČL a уул "A 


Como fé de case (C 2 Xf -— ESA 


. Logo, 
-0y0x дхду 
: a? f ef = 
t) = 9 Ж11--- Зай” > (x, ) 
g (1) e > (x, y) rere —— (x,y X, y 


onde x = 3te y = 21+ 1. 


EXEMPLO 2. Sejam f(x, y) = х5у4, x = 3ге y = 21+ 1. Calcule g” (0), sendo g (1) 
= f (3t, 21 - 1). 


Solução 
1.º processo (pela regra da cadeia) 


g()=fGx,y),x= e у= 21+ 1. 


Pelo exemplo anterior 


, > a? 

g (t) = f e TT y f x 
ду? 

onde x = 3ге y = 2t+ 1. Tendo em vista que 

ШЕЙ у) = 20у", Ps (x, y) = ши x, y) = 

әх? дхду ~ дуг ` 

resulta, 

» 3 4 3 2 
g” (t) = 180x*y* + 24035? + 4&2 y 
e, portanto, 


g” (t) = 180 (30 (2t + 1)* + 240 (30)* (2t + 1 + 48 (30 (21 + 1). 


2.? processo 


g (p = (3t (2t + 1% 


é é 3 
g' (t) = 15 (3p (2241) + 8 (30)? (22+ 1). 
Portanto, 
8" (t) = 180 (30? (2t + 1)“ + 120 (30)* (2t + 1 + 120 (30* (2t + 1 + 48 (t (21 + 1)2 
ou seja, 


8" (0) = 180 (30? (22 + 1)* + 240 (30 (2t + 1 + 48 (30 (21 + 1). А 


EXEMPLO 3. Suponha f(x, у) de classe C2 num aberto de Re Seja g dada por 


onde x = 12 e у = 13. Expresse g' (f) em termos de derivadas parciais de f: 
Solução 
Pela regra de derivação de um produto, temos: 
of 24 19 
, É. л , яа 
g' ( = UA Lix y) + 2.4 |97 у) | 
ð d 


^ 


DX t|dx 
Como 
4 19 9 19 4: 9 (9 4у 
Sl »|- | Lm | m | m ») y 
dt | дх дх | дх di ду\дх аг 
” ” 
ef dx д^] dy 
= x, y) T (х, y) 
9x2 ыг dt дудх аг 
Э 9 
=u? f )+30 9 (су 
9x ду д 
resulta, 
g' (t) = 21—— 8s y eaP Ly eat f sy. = 
өх өх? ду дх 


EXEMPLO 4. Seja z = f(x,x2) onde f(x,y) é de classe C2 num aberto de Re 
Э 


de ey 


Expresse * em termos de derivadas parciais de f. 


у] 
dx” 


Solução 


z = f (x, у), onde y = 
de UM 
dx дх 


ou seja, 


dz 
E acd. x, y) + ax y). 
дх ду 


4у 
xe Тулд 


, 


d 
= FG x, y)] = 


Segue que, 
de @ foe i a Ls as 

Ф dx) ах E es »|* dx Ё ду © »| 
Temos: 

of |- 9 (27 JE 9 (27 JE 
— х y + x, у) | — 
SIE (50) dx әх < Э) ау ду ах * УЭ а 
ou seja, 
@ Be. »|- PI у)+ 2x S a y). 

dx | ðx ` әх? dy dx 


Temos, também: 


d af = d (of 
2 "IES 2x—| E 

Ë 89 0 =22 - (x, y) +2 эы E (x, ») 
alf 


dx 


А 
=2 o, Бин EL - (x, y)+2x Pe» 


ou seja, 


2 
(8) ape »| га, у) + 2х Ps 


Substituindo (2): (3) em O) e lembrando que f é de classe a, 


resulta: 


dus EL 


ах 


BE, 


(x; prado 


EL + at S Ee ea y). = 


dis Seja z PE 2v, v + 2u) onde f(x, у) é de classe C2 num aberto 
p d 


de R. Expresse ^ ^ ^" em termos de derivadas parciais de f: 


ди? 


Solução 

=f(x,y), x= и – 2ve y = v + 2и. 
дї д of дх , of y 
тэлээ ЦОО (ХЭЭГ 22 
du ди Pe эх! 1 27 a ) ди 
Segue que, 


2 2 
iLe, 2 - LG y) + 24-16, y) 


ди x ду ду \ ду 
2 2 
e T (х,у) +2 Fay) 
дх ду ду? 

resulta 

2: 

Capra ea? Moy. " 
ðu? ox өх ду ay 


EXEMPLO 6. Mostre que a mudança de variáveis x = el e y = e” transforma a 
equação 


2 2 
2 0“2 952 2 Z 
x EA d TAE y == 1 
ðx4 ду? дх ду 
y| ? 
EE UJ-z 
E > = E 
ди ду 
Solução 
-1(5у,х-є еу-е. 
Temos 


Oz _ 07 Ox , д2 Oy 


A ЛА шанг ЧЕ ае. 
du дх Ou ду du 


ou seja, 


05 и 05 


9 Qu ° ax 


< 
ABUSOS DE NOTAÇÃO. Aqui deve ser olhado como função de x еу, 


dx 
д2 


enquanto === de ve ser olhado como função de u e v. 


du 
Segue de ue 


Tendo em vista que 


д [E] д CAE: à (E) 92: 
= + = еи 
ди|дх| дхїдх/ди ду\дх/ди ax? 


resulta 
2 2 
dez u OZ эц 0º Z 
(2) = e —+e —. 
ди дх dx? 
Procedendo de forma análoga obtém-se 
2 2 
8) dz „91у 2» 82 
2 AE 2 
ду“ ду dy? 


Somando-se 2 e (3) resulta 


2 Е ЦЭР P E RE u 02 dz 
ди? ду“ дх= ду“ дх ду 
202: 2022 ИЛЖ 
у bx +ty—=1 " 
дх= ду? x ду 


Exercícios 14.2 


(Quando nada for dito sobre uma função, ficará subentendido que se trata de 
uma função de classe C2 num aberto.) 


1. Expresse g' (1) em termos de derivadas parciais de /; sendo g dada por 


a) g (0) = о, y), х = Ё еу = sent. 
дх 
397 (з, 22). 
дх 
c) g(t) = M i 2 20 T5 5.9 Gen 3t, t). 
дх ду 


b) g (t) 


2. Expresse g”(1) em termos de derivadas parciais de f, sendo g (1) = f (St, 
41). 
3. Considere a função g (1) = f(a + ht, b + kt), com a, b, he k constantes. 
a) Supondo f(x, у) de classe C2 num aberto de Re verifique que 
д? д? Pf. 
= (x, y) + 2hk — — (x, y) + K 
өх? дх ду д у? 


g" (t) = h? y) 


onde x=a+ hte y = b+ kt. 


b) Supondo f(x, y) de classe C3 num aberto de Re verifique que 


д? д? e д? 
2"()- ” 1 (x, y) + эл?к _/ (х, у) + 3hk? / = (x, у) + k eL a y) 
dx” дх° ду дх ду? ду? 


onde x = a + hte y = b + kt. 


4. Considere a função A (x, y) = f(x2 + y2, x2 — y2), onde f (u, v) é suposta 


de classe С2. Verifique que 
2h à à a д> д> 

Ы ze» f (u,v) + f (u, юна f (хууул 2 f (u, v) + Pf (u, v) 

dx? ди ду ди? ди ду ду? 


onde u = x2 + y2 e v = x2 — y2. 


| д 
° Considere a função Z = 97 (Ж; sen 3x + Verifique que 
dx 
& _ д? а? 
Rei (x, sen 3x) + 3 BOT. — —— (x, sen Зх). 
dx gx “a y дх 


2 zac 


Considere a fungáo Z — Д —— 2Ж Ж; ). Verifique que 


4 M 2x 33) + x 2 Тод ste 5 29 
dx ду“ дх ду ду? 


(2x, x?) |. 


7 Seja g (u, v) = f (Qu + v, u — 2v), onde f(x, y) é suposta de classe C2. 
` Verifique que 


ы 2 NM ИНЕ дон 
Qu^ ду“ дх- ду? 


8. Seja v (r 0) = u (x, y), onde x = r cos 0 e y = rsen 0. Verifique que 


du 92u 92v 1 dv 1 а?» 
— + —— + — + 


” 


өх? ду? ar? гдг r 007 


9. 


12. 


Sejam f(x, y) de classe C2 num aberto de Rze (x) derivável até a 2.* 


ordem num intervalo aberto / e tais que, para todo x € 7, f(x, g (х)) = 0 
(isto é, y = g (x) é dada implicitamente pela equação f (x, y) = 0). 
Expresse g” (х) em termos de derivadas parciais de f. 


Suponha que f(x, 1) satisfaça a equação 


Ф 2 > 
Ox? д^ 


a) Verifique que g (u, v) = f (x, f, onde x = u + v e t = и — v satisfaz a 


equação 7 = 


ду ди 


b) Determine uma coleção de funções f(x, f) que satisfaçam (1) 


. Suponha que f(x, ñ) satisfaça a equação 


а? а? P 

@ e = с? S (с = O constante). 
ot^ дх- 

a) Determine constantes т, n, p e q para que g (и, у) = f(x, 1), onde 


> 


0” Ë 
du dv 


b) Determine uma família de soluções de (2) 


x = mu + nv ë t= pu + qv satisfaça a equação 


Seja F (z; 0, t) = f(x, y, t) onde x = r cos Өе y = r sen 0. Suponha que (c #0 
constante) 


Mostre que 
2 2 2 
ð“ F 2 | 9º F 1 o^F Ó 9F 
? = 2 ? X 2 * p. m su 
ot^ dr? r^ 007 r ór 
13. Sejam z = z (x, y), x = eu cos v e y = eu sen v. Suponha que 


922 022 
9) + 9 
ôx” Oy” 


= 0. Calcule 


du” v 
. Sejam 
G (u, v) EU. =x +yev=2 
; Suponha E 
92 F Е NF 
= 2 —— + — Calcule 


өх? дх ду ду? 
ФС 


ду? 


. a) Ache uma função u (x, y) da forma и (x, y) = F (x2 + y2) que satisfaça 


a equação de Laplace 


du 0 u 
umm m 
дх= ду? 


b) Faça a mesma coisa para funções de três ou mais variáveis. 


= 0. 


16. Verifique que a mudança de variáveis x = s cos 0 — tsenÜe y = s sen 0 + t 
cos Ө com 0 constante, transforma a equação 


du 92u 
ТЕТ 
дх? ду? 


" A 1 
д= и д=и 


д5? at? 


17. Verifique que a mudança de variáveis u = x + y e v = у + 2x transforma a 


= 0 (u = u (x, y) 


= 0 (u = u (s, t)). 


equação 
2» 2 2. 
@ 24 FE шу 
дх- дх ду ду? 
em 
2 ” 


ди ду 


Determine, então, uma coleção de soluções de (3) 


18. Suponha que z = z (x, y) satisfaça a equação 


2 2 
2 824 E Z 32 
FLY EY 


` 1 
дх- дх ду дх 
Fazendo a mudança de variáveis х = eu е у = еу, calcule 
q - а? - - 
4 < 
42----2-- 


ди? ди ду ди 


15 


TEOREMADO VALOR MÉDIO. FÓRMULADE TAYLOR COM RESTO DE 
LAGRANGE 


15.1. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Um dos teoremas centrais do cálculo de funções reais de uma variável real é 
o teorema do valor médio (TVM). Nesta seção, vamos estendê-lo para o caso de 
funções reais de duas variáveis reais e deixaremos a cargo do leitor a tarefa de 
generalizá-lo para funções reais de três ou mais variáveis reais. 

Antes de enunciar e demonstrar tal teorema, vamos introduzir os conceitos de 
segmento e poligonal. Sejam Р e Р, dois pontos do р> о conjunto 


PyP, = (PE ВІР = Po + А (Ру — P), 0 <А = 1) 


denomina-se segmento de extremidades РО e Pl. Sejam, agora, РО, P1, P2, ..., 
Р п + 1 pontos distintos do Re o conjunto 


РУР U P|P, U ... U P, _ |P, 


1 
denomina-se poligonal de vértices PO, Pl, ..., Pn. 
Р 
B. y 
Р 
1 Р, 
Р, Р, Р, 
Р, 
segmento de extremidades Р, е Р, poligonal de vértices P, Р, РР. Р, eP, 


Teorema (do valor médio). Sejam А um subconjunto aberto do B: Po e 


P1 dois pontos de А tais que o segmento P0P1 esteja contido em 4. Nestas 
condições, se f(x, у) for diferenciável em 4, então existirá pelo menos um 
ponto P interno ao segmento T (isto é, P pertence a P mas nàoé 


extremidade) tal que 


Demonstração 


Consideremos a função g : [0, 1] — [2 dada por 


g (1) = f (Pg + t (P1 = Po)), 0 = t = Li 
Esta função g fornece os valores que f assume nos pontos do segmento POP1. Da 


diferenciabilidade de fem 4, segue que g é contínua em [0, 1] e derivável em 70, 
1[. Pelo ТУМ existe fm 10, Ц tal que 


8 (1) — 2 (0) = g' (Ӯ). (1 — 0), 
g (1) — g (0) = g' (7). 
Como g (1) =.£(P1) е g (0) =.£(P0), resulta 
HPD — f(Pg) = g' (t). 
g' (t) = Vf(Pg + t(P4 — Po) : y (0) 
onde y (1) = PO + t(P1 — РО). Temos 
y (t = Po + t (P, — Ра) > Y (p = P, – Po. 


Assim, 


g (t) 2 V FR +t(P, — R) (A-R) 


onde P = Po + t( В — Бу)? um ponto interno ao 


segmento Po? pois 0 < t < 1. Portanto, 
SP1) — f(Po) = V f CP) (P, — Po). п 


Pelo ТУМ existe D interno ao segmento P P tal que 
P g o^ 19 


fO) - FB) = VEO) (A — В) = VF) ADD уд – ди. 


WA — All 
> AB 


Fazendo и = > resulta, 


ПА — All 
— >» 
/ (Ру) — f(Po) = (Vf( Р): u ) IP, — Pol 


ou seja, 


fP) - fi) --2 PIA – 1 


du 


ou ainda, 


Jf(h)—- 7080) _ 


(P). 


= 
+ 
= 


F 
14-81 58 


Assim, se f(x, y) for diferenciável no aberto A e se P C A, então existirá P 


interno a P tal que a derivada direcional de f, em P e na direção 


x 


к: Ао) 


и = „ é a taxa média de variação de f entre os 


1А = і 


pontos PO e Pl, PO Z Pl. 


Observação. O enunciado do TVM para função real de n variáveis (n > 2) é o 
acima, substituindo Re por R- 


Exercícios 15.1 


І. Determine P = ( X Y ) como no teorema do valor médio, sendo 
A. 
dados: 


a) f(x, y) = 2x2 + 3y, P0 = (1, 1) e P1 = (2, 3). 
b) f(x, y) = 2x2 — 3y2 + xy, PO = (1, 2) e P1 (4, 3). 


c) f(x, y) = x3 + xy2, РО = (1, 1) e P1 = (2, 2). 


2. Seja f(x, у) diferenciável em Re e suponha que existe M > 0 tal que | V 
f(x, y)|| € M, para todo (x, y). Prove que 


Го, y) — f(s, D| SM || G, y) — (s, 0 || 
quaisquer que sejam (x, y) e (s, ) em R: 
3. Seja f(x, y) = In (x + y). Prove que 


If Gc. у) — /(5, D | <I (х,у) — (5, D II 


quaisquer que sejam (x, y) e (s,),comx>1,y>1,s>1let>1. 


15.2. FUNÇÕES COM GRADIENTE NULO 


Estamos interessados, agora, em estudar as funções que têm gradiente nulo 
num aberto. Se f(x, у) for constante num aberto 4 de Re então V f(x,y) = (0, 


0) para todo (x, y) Є A. Entretanto, pode acontecer de uma função ter gradiente 
nulo em todos os pontos de um aberto sem ser constante neste aberto: a função 


ТЭР [2sey>0e0<x<1 
х.у) = 
765 li sey>0el<x<2 


tem gradiente nulo no aberto А = f(x,y) € R: p>0,0<x<loul<x<2), 


mas não é constante em 4. 

Provaremos a seguir que se uma função admitir gradiente nulo em todos os 
pontos de um conjunto 4 conexo por caminhos, então a função será 
necessariamente constante em 4. Dizemos que um conjunto aberto А é conexo 
por caminhos se, quaisquer que forem os pontos P e Q pertencentes a 4, existir 
uma poligonal, de extremidades P e O, contida em 4. 


EXEMPLOS 


а)А= Re é conexo por caminhos. 


b) Toda bola aberta é conexa por caminhos. 


c) 


aaae =m == 
- 


- 
= = 
f bx 
“ ` 
ГА - 
1 » Be ques > 
! / 
| P | 
ї | есопехо рог caminhos 
1 I 
4 
4 і 
ч / 
ча - d 


А = (xy) ER? ly>0,0<x<10u1<x<2) 


náo é conexo por caminhos. 


ve 


0 1 2 


Qualquer poligonal ligando Р а О tem pontos que não pertencem a 4. (Observe 
que os pontos (1, y), у > 0, não pertencem a А.) 
ч 


Teorema. Seja А С Re aberto e conexo por caminhos. Nestas 


condições, se V f(x, у) = (0, 0) para todo (x, y) em A, então f será constante 
em 4. 


Demonstração 


Seja РО = (x0, y0) um ponto de 4; vamos provar que para todo 
P = (x,y) € A, f (x, y) = f (x0, y0). Como А é conexo por caminhos, existem 
pontos РІ, P2, ..., Pn — 1 e Pn = P pertencentes a А tais que a poligonal POP1 U 
P1P2 U ... U Pn — 1Pn está contida em A. 


Pelo teorema do valor médio, para todo i existe Р. interno a Pi P(i=1,2, 
=1 à 


..., n) tal que 


FP) —f(P, _ ү) = Vf(P;): (P, — P, _ |) 
sea W: fi ( P.) — () (hipótese) resulta 


Hei) = f(Pi— 1) 
para i= 1,2, ..., n; assim, 
J(P0) = f(P1) = f(P2) =... = f (Pn) = f (P) 
e, portanto, f(x, y) = f(x0, yO). Fica provado assim que, para todo (х,у) € A, J 
(х,у) = f (x0, y0), ou seja, fé constante em 4. 


15.3. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM MESMO GRADIENTE 


Teorema 1. Seja 4 € R: aberto e conexo por caminhos e sejam f, g 


duas funções que admitem derivadas parciais em 4. Nestas condições, se V 
/(х, у) = V g (x, y) para todo (x, y) € А, então existirá uma constante k tal 
que 


g(x,y) =f(x,y) + k 


para todo (x, y) em A. 


Demonstração 
Seja h (x, y) = g (x, y) — f(x, у), (х,у) € A; como 
Vh (x, y) = V g (x, y) — V f (x, y), (x, y) € A, 


segue da hipótese que V h (x, y) = (0, 0) para todo (x, y) € 4. Como 4 é conexo 
por caminhos, resulta que h é constante em А; logo, existe uma constante k tal 
que h (x, у) = k em А, ou seja, 


g(x,y) = (х,у) + k 


para todo (x, y) € A. 
ч 


O teorema acima nos diz que duas funções com gradientes iguais num 
conjunto conexo por caminhos diferem, neste conjunto, por uma constante. 


EXEMPLO 1. Determine todas as funções f(x, y), definidas em Re tais que 


== 31? y2 +4 
dx 


af 


E 


9 
2x3y y 


Solução 


Observe que duas funções que satisfazem (1) terão gradientes iguais; logo, 
deverão diferir por constante, pois Re é conexo por caminhos. Basta, então, 
determinar uma solução de (1) e qualquer outra será esta mais uma constante. 


A função 
x3y2 + 4x 


satisfaz a 1.º equação (obtém-se tal função integrando-se a 1.º equação de (1) 


em relação a x, mantendo-se y constante). Por outro lado, 


3 

: 8, ДР 
ху + — 
3 


satisfaz a 2.º equação de (1) Segue que 


y 


39 у? 
ху FOX T £3 


satisfaz (1) (Por quê?) Logo, 
3 


fa, y = +4ах+ 2 +k KER 


é a família das soluções de (1) 


Sejam P (x, y) e O (x, y) duas funções dadas, definidas num aberto А do R 


2. O problema que se coloca é o seguinte: o sistema 


Р (х, y) 


— = Q (x, y) 


admite sempre solução? A resposta em geral é nào. A seguir apresentaremos 
uma condição necessária para que o sistema admita solução. 


Teorema 2. Sejam P (x,y) e O (x,y) duas funções definidas e de classe 
Cl num aberto 4 do 2. Uma condição necessária para que exista uma 


função f: A — Re tal que, para todo (x, y) E 4. 


CA (x, у) = Р(х,у) 
dx 


gf | 
— (x. Y J(x, y) 
y y) = Qa: 


Demonstração 


Suponhamos que tal fexista; assim 


4 o у)= Р(х,у) 
ema. 


: 
— (x. a Xy 


Derivando os dois membros da primeira equação em relação a y e os da segunda 
em relação a x, obtemos, para todo (x, y) € 4, 


A (х,у) = 5e y) 


2 
а АР, = 
х,у) = (x, y) 
дх 9” Әх 
Como Ре О são "52 de classe Cl, 22 que f será de classe C2; pelo 
Ч ду a dx 
ОР 00 


— — — ema. = 
ду & 


EXEMPLO 2. Consideremos o sistema 


teorema de Schwarz —— ————— — Logo, 


> 
(xy) = — (y) em RE segue que náo 
ду? dx ` 


“ 
existe função definida em Re que satisfaça o sistema. 


Como 


EXEMPLO 3. Determine, caso existam, todas as funções z = f (x, y) tais que 


2 2 
ox х^+у em R? — {(0, 0)} 


Solução 


д x "PEL... 


ox | x? + y? (x2 + y2)2 ` 


— =- em R? – [(0, 0)} 


x y А 
Р(х,у) = ——— е Q(x, у) = ——— ce) 
3 x2 + y? 2er: х? + y? 


A condição necessária está verificada; o sistema pode admitir soluções. 
Deixamos a seu cargo verificar que 


¿=> m (2 зуд e +k (KER) 


é a família das soluções do sistema. 
ч 


Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: a condição necessária do 
teorema 2 é também suficiente? A resposta é não. (Veja Exercícios 9 e 10.) 
Entretanto, se algumas restrições forem impostas ao conjunto 4 a condição será, 
também, suficiente. Este problema será discutido no Vol. 3. 


Exercícios 15.3 


1 Determine todas as funções f: R: tais que 


o) 


o 


ЭГ 24 Y 


c) m = 2xe* 


dx dy 


e tal que 


a) Зэ 93? — 10x, 4 - Gy + 1 
dx ду I 


А 
+ 


b) Y = y cos xy + 3x2 — у, - = x cos xy — x + зу? 


1 
1+ y? 


Determine a função f: Re > R cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2, 1) 


V f(x, y) = Qxy? — 2x, 3x2y2 + 2y — 1). 


3. Determine a função f: R: > R cujo gráfico passa pelo ponto (0, 0, 2) 


e tal que 


х у 


V f(x, y) = | 
4. Existe função f: Re -R” que 


V f(x, у) = Q + y + 1, 2 


para todo (x, у) em [127 Justifique. 
5; 


1 
para todo y > 0, 


У ф(х, у) = 


5 
— +ye | 
1+х? + у? 1+х? + у? š ) 


-y + 1). 


т 


Determine z = q Gy). y > 0, tal que Ф | Am 1) = —e 


4 


6. Determine 2 - 02. (x, у), x < 0, tal que 


37 
Ф» (—1, 1) = ——— (para todo x < 0, 
4 4 


-у x 
VU DNE a AR ае р 
ху E Ty 


7. Seja 
А = {(х y € Ry» 0) U (x, y) Є R ix <0) 
Determine z = р (x, y) (x, y) € A, tal que 
ЭТТ 
Ф (— 1 : 1) = — para todo (x, y) € A, 


¿ 


e x 
V ф(х. y) = | ———. T ——— 
: х2 +у2 124 y? 


(Sugestão: Utilize os Exercícios 5 e 6.) 


8. Um campo de forças 
> > > 
F (х,у) = Р(х,у) i +0(х,у) ү 
onde P e О são funções definidas num aberto 4 С 2, denomina-se 


conservativo se existe um campo escalar g: A — B talque 


—— 
V ọ (x, у) = F (x,y) em A. 


Uma tal função q, quando existe, denomina-se função potencial associada 


ao campo Е O campo de forças dado é conservativo? Justifique. 


> >. > > > > 
а) Е (х,у) =хі +уј 5) Е (х,у) =уі —x j 


es. _ ә "TIN > _ RE boy 
с) Е (х,у) =уі +(x+2y) j О ауан 
> > 23 = dc a > ә 
e Е(х,у=41+х j Љ Е (у) = ех "Y (2х1 —2yJ) 
9. Seja 


> > > 
F (х,у) = P(x,y) i + Q G, у) J 
um campo de forças com P e Q continuas no aberto 4 C Re Seja y (1) 


= (x (0, y (2), t € [а,Ь], uma curva de classe Cl, com y (а) = y (b) (y é 
uma curva fechada). Suponha que, para todo t € [a, b], y (1) € A. Prove 


que se F for conservativo, então, 


b > 
Е (у(0)-у(04:-0. 
a 
10. Seja EN > 
Ee O zo 
š x“ + у Ey 


a) Verifique que, para todo (x, y) # (0, 0), 


jP J 
E (x, y) шин (х, y) 


ду dx 


onde 


, 


y ? 
Р(х,у) = ———— е Q(x, y) = — 5 
£ Fy жечу" 


п. 


2 279 
Calcule F (y (t)) Е y'(t) dt: onde y (1) = (cos 
0 


t, sent), t € [0,27]. 


о 


Е é conservativo? Por quê? (Veja exercício 9 acima.) 


2 


F (x, у) = Р(х,у) i t Q (x, y) 7 


um campo de forças com Pe Q definidas e contínuas no aberto A de Re 

Se F for conservativo então existirá uma função escalar U (x, y) 
: y ” 

definida em A tal que F sei ү U em 4. Uma tal função 


denomina-se função energia potencial associada ao campo F 


Determine, caso exista, a função energia potencial associada ao campo 


F dado e satisfazendo a condição dada. 


- > — 

a) F (х,у = —& i — 2y j eU (0,0) = 0. 
> > > 

b) F (ху) =хі +yjeU(0,0)=0 


> > 

3 1 xi+yj 
o F (x. y) = —— M. eUB, 4) = 2 
eE y? 4x2 + y2 5 


> 


> > 
d) F (x, y) =x i — xy j eU (0,0) = 1.000. 


l 


12 Seja U (x, у) = 2x 2 + — y a função energia 


2 


potencial associada ao campo F 


а) Determine F 
b) Uma partícula de massa 1 é abandonada na posição (1, 1) com 
velocidade nula. Admita que F é a única força atuando sobre a 


partícula. Determine a posição y (f) = (x (0, y (0) da partícula no 
instante t Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


(Sugestão: Pela lei de Newton 2” 


— 
y (0-7 F (y (t 


Э ? 
13. | А Ee E | | 
Seja U (К, у) = Заг + =. a energia potencial 


: -> 
associada do campo F 


a) Determine F 
b) Uma partícula de massa m = 1 é abandonada na posição (1, 1) com 
—— 


velocidade inicial vo = ( w. ] É 1 y Sendo рз ünica forca 


atuando sobre a partícula, determine a posição y(1) da partícula no 
instante t. Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


а... — : Я 
Ѕеја Е a força do exercício anterior. Uma partícula de massa т = 1 é 


abandonada na posição (l, 0) com velocidade inicial 
vo = (0, 2) 


partícula, determine a posição y (1) da partícula no instante t. Desenhe а 
trajetória descrita pela partícula. 


Sendo F a única força atuando sobre a 


15.4. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM 1 
Seja f(x, у) de classe C2 no aberto АС Re Sejam Goro) € Ае (л, К) # 


(0, 0) tais que o segmento de extremidades (х0, y0) е (х0 + A, y0 + k) esteja 
contido em 4. Consideremos a função g dada por 


8 (f) = f (xo + ht, yg + kt). t E (0, 1]. 


Ag fornece os valores que a f assume nos pontos do segmento de extremidades 
(x0, y0) e (x0 + h, yO + k). Esta função g desempenhará o papel de ligação na 
extensão da fórmula de Taylor para funções de duas variáveis reais. 

Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange, para funções de uma 
variável, temos: 


? 
[= Dr 


„ғ 
O 40) = (0) e () 1 —0)+ EO 


para algum Ї еш 10, Ц. 


Calculemos, agora, g' (1) e g" (1): 


d of dx df y 
'@)= о, у= 2 (х, у) + S (x, y 
8 9) dt UG) dx цаг” ду наг 


ou seja, 


s (D= л (y) h + 2. (x, y) K 


onde x = x0 + hte y = y0 + kt; 


T d | of d | of 
t) = — |2 (x, у) | h + — |= (x, у) | k 
g” (t) ai ЁС 2 „| о »| 


2 2 2 
PCER T 9 f s, yk|h-c 9f ox, pr (e y)k |k, 
dx? ду дх ox ду ду? 


ou seja, 


2 ? 


2 
à f (x, y) и +2 e (x, y) hk + A (x, y)? 
x2 х ду y2 


onde x = x0 + hte y = y0 + kt. 
Temos, então: 


87(1) = 


8(1)= f (xo + h, yo + k), g(0) = f (x0, уо), 
g'(0)= E (xo. yo)h + (м, yoke 
Ф dx oy 
Бы д e cum Pf д? ia 
(= (x, y) h^ + 2 — (x, y)hk + —- (x, y)k“ 
d ad É] дхду UU a» 
onde X = xo + ht e y = yo + Kt. 


Observe que (x. y) é um ponto interno ao segmento de extremidades Go 


уу) € Gg + ho yy + D), pois f. € 10, 1. 


Substituindo 2 em (1) resulta: 


f (xo + h, yo + k) = f (xo. yo) + Zw. yo) hi + Lo, yo) k + E (h, k) 
х у 


onde 


2 2 42 
д^] х, уул2 297 (s. уулк + E (x, уук? 
dxdy ду? 
рага algum ( Ж. y) interno ao segmento de extremidades Gy y e Go + h, 


y0 * К). 
Demonstramos, assim, o seguinte teorema. 


Teorema. Seja f(x, y) de classe C2 no aberto 4 C Re e sejam (Xo. Yo) 


€ A e (h, k) + (0, 0) tais que o segmento de extremidades (x0, y0) e (x0 + h, 
у0 + k) esteja contido em А. Nestas condições, 


f (xo + h, yo + k) = f (xo. уо) + 2 (xo, vo) h + Lo, Jo) k + E (h, k) 
ox gy 


onde 
— =, 9 
х, y)? 


para algum ( pe » y J interno ao segmento de extremidades Gy y e Go 
+ h,y0 + К). 


Observação. Fazendo x = x0 + he y = y0 + k, obtemos 


J (х, у) = f (xo, yo) + oos yo) (x — xg) + Ф (хо, yo) (y — yo) + А (x, y) 
ox dy 


В (х, y) 


= AMEA 2 02ү 
х, yx — xo 


аду (х, y)(x — xo)Cy — yo) 


DPF _ _ 
+23 болом | 


para algum ( Y 4 y J interno ao segmento de extremidades Gy e (x, y). 


O polinômio 
P, (х, у) = f (xo. yo) + 2 c. yo) (x — Хо) + Lao, yo) (y — yo) 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f(x, y) em volta de (х0, уд). 
Observe que o gráfico de Р1 (x, у) é o plano tangente ao gráfico de fem (х0, 

y0, f (x0, у0)). El (x, у) é o erro que se comete na aproximação de f(x, y) por РІ 

(х, у); é a expressão do erro na forma de Lagrange. (Às vezes, usa-se a 


expressão resto em lugar de erro.) 
EXEMPLO. Seja f(x, y) = In (x + y). 


a) Determine o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de 


A E 
2"5 


b) Mostre que para todo (x, y) com x + y > 1, 


IIn(x + у) = (х +у= DI« Ley mm 


- 


Solução 


=. 
> 
3 
`= 
— 
! 
o 
E 
> 
2 
ч 
ын 
! 


| | 
Bois = Горе рр), 
160) (s 3 b 3 


ou seja, 
Pl(xy)9xty-l. 


b) In (x + y) = Ру (x, y) + E (x, y), onde 


para algum ( £ .V ) interno ao segmento de extremidades 


(x, y). Temos: E 
д? =] д? д? 
ES 0 MA 00 e (x,y) = E (х,у). 


dx? (x + y? oy ду 


Como estamos supondo x + y > 1, teremos, também, | 


=| 
4- 
o 
V 


Assim, para todo (x, y), com x + y > 1, яс 1 Segue 


que 


ЇЕ (x, Mes l 


ou 


1 > 
IE (х,у) < — (x + y — 1) 
2 
para todo (x, y), com x + y > 1. Assim, 
IInx + y) — P, (х, у)1< 5 (x + y — 1)? 
Пах + у) = («+ у= DI« Taty- 1? 


para todo (x, y), com x + y > 1. 


Exercicios 15.4 


1. Determine o polinômio de Tay lor de ordem 1 da função dada, em volta do 
ponto (x0, y0) dado. 


a) fo, y) = e * e (х0, yo) = (0, 0). 
3 > 
b) Р(х,у) =x + y” — х + 4ye (xg, yg = (1, 1). 
c) f(x, у) = sen (3x + 4y) e (xg, yo) = (0, 0). 
2. Sejam f(x, y) = ex + 5y e Pl (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 1 de f 
em volta de (0, 0). 
a) Mostre que para todo (x, y), com x + 5y < 1, 
х + 5у 3 2 
le ye 5 (x + 5y) 


b) Avalie o erro que se comete na aproximação 


p 5 3 
e! * 9 = ру (x, y 


para x = 0,01 e y = 0,01. 


3. Sejam f(x, y) = х3 + y3 — x2 + 4y e Pl (x, у) o polinômio de Taylor de 
ordem 1 de fem volta de (1, 1). Mostre que para todo (x, у), com |x — 1| 
<1е|у-1[<1, 


? га 

Fae ao = Pi @y)l< Еу + 6 (g— 1)" 

4. Sejam f(x, y) = х3 + y3 — х2 + 4y e Pl (x, y) o polinômio de Taylor de 
ordem 1 de fem volta de (1, 1). 


a) Utilizando P1 (x, y), calcule um valor aproximado para f(x, y), sendo x 
= 1,001 e y = 0,99. 
b) Avalie o erro que se comete na aproximaçào do item a). 


(Sugestão: Utilize o Exercício 3.) 


5. Seja (x0, y0) um ponto crítico de f(x, y) e suponha que fseja de classe C2 
na bola aberta В de centro (х0, y0). Prove que para todo (x, y) em В, 
existe ( з - y y) interno ao segmento de extremidades бү ур e (x, y) 


tal que 


У) (х= ху)? + 2 (X, y) (x — xo) (y — yo) 


ox^ 


F — =; > 
брот») 


6. Seja f(x, у) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + т (a, b, c, d, e, m constantes) e 
seja (х0, y0) um ponto crítico de f. Prove que, para todo (A, k), 


1 [92 
fx. у) – Р(х, -1| 


/(х0 + h,y0 + k) — f (x0, y0) = ah2 + bhk + ck2. 


7. Sejam f(x, y) e (x0, y0) como no exercício anterior. Prove que se a > 0 e 
b2— Дас < 0, então 


JG0+ h, y0 + k) > 700, yO) 


para todo (Л, К) + (0, 0). Como é o gráfico de f? 
8. Suponha f(x, у) da classe C2 na bola aberta B de centro (x0, y0) e que as 


derivadas parciais de 2.º ordem sejam limitadas em B. Prove que existe M 
> 0 tal que, para todo (x, y) € B. 


|f, y) = PL Gs, y) | M || G5 y) = (x0, y0) 12 


onde Р1 (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (x0, 
y0). 


9. Considere o polinômio P (x, y) = a (x — x0) + b (y — y0) + c, com a, b, c, 
x0 e y0 constantes. Suponha que exista M > 0 tal que, para todo (x, y), 


| P (x, y) | SM || (x, y) — (0, yO) ||2. 
Prove que P (x, y) = Оет Re 


10. Seja f(x, y) de classe C2 no aberto АС Re e seja Goo) um ponto de 


A. Seja o polinômio P (x, y) = a (x — х0) + b (y - y0) + c, com a, be c 
constantes. Suponha que existam M > 0 e uma bola aberta B de centro (x0, 
y0), com B C A, tal que, para todo (x, y) em B, 


Ло, y) =P (x, y) | S M || (x, y) = (х0, y0) 12. 


Prove que P é o polinômio de Tay lor de ordem 1 de fem volta de (x0, y0). 


15.5. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 
Suponhamos f(x, у) de classe СЗ no aberto 4 С RB: Sejam (Xo. Y 9). (х0 + 


h,y0 + k) e g ( = f(x0 + ht, y0 + kt) como na seção anterior. Pela fórmula de 
Тау ог, com resto de Lagrange, para funções de uma variável segue que 


0) 2(1)=2(0)+ g' (0) 1-0) + 2 


(1-0) + (1-0) 


O) 270) 3 
3! 


para algum fem 10, 1[. 


Vimos no parágrafo anterior que 


g'(t)— LN y)h + — 24 (x, у)К 


dx ду 


Es д? д? д? 
2" (1) = = (x, уул2 +2 НЭХ (х, y)hk + E (x, y)k2 


onde x = х0 + ht e y = y0 + kt. Deixamos a seu cargo verificar que 


д3 д3 3 3 
g”(t)= + (x, ym X» of —T Qn y)h- w3 h +S fe. ye 


onde x = x0 + ht e y = y0 + kt. Temos: 


80) = f (xo + h. yo + К), g(0) = f (xo, yo). 
g'(0- E (м, уо) + Y (хо. yo)k, 
ox i ov 


2 


O 187(0)- x (хо, ур)? + 2 01 - (хо, yo)hk + A (хо, yo)k? e 
3 
g” (22::12 уулд 2 É (Z, y)h2k +3 adn (X, уунд + Si. 33 
onde x= Е + ht e y = yo + kt. 
Sibsiuindo (2) em (Dee 
В 7 Y É a 3 
fGg + h,yo + 8) fe X9) + о Go yo) + у бод k 
1/92 д? д? 
E 122862: (хо. Yo)hk a хо, y) K? |+ E(h, k) 
onde 
1 [д5 Ds Le MEO 
E (h, k) = — (x; ууд +3 (x; уул2 k +3 (х, y)hk* 
3! па 2% дхду? 777 ) 


para algum ( X " y ) interno ao segmento de extremidades Gy y e Go + A, 


yO + К). 
Demonstramos assim o seguinte 


Teorema. Seja f(x, y) de classe C3 no aberto 4 C R: e sejam (х0 Yo) 


€ A e (h, k) # (0, 0) tais que o segmento de extremidades (x0, y0) e (x0 + h, 
y0 + К) esteja contido em А. 


Nestas condições, 


f (xo + h, yo + k) = f (xy Yo) + Y (xo. Yo) A + g (хо, Yo) k 
0 0 ox 0 dy 


(хо, yo)k? |+ E(h, k) 


д3 


Х. х, уул2 k+3 
дхду 


para algum ( X ? y ) interno ao segmento de extremidades Gy e E 


+ h,y0+ k). 


O polinómio 


P> (x, y) = f (xo. Yo) + + (хо, X) G7 хо) + - - (хо, yo) (y — vo) 


32 6 


g 
2 — (xg. Yo) (x — xo)Cy — yo) 
agy Со X6 й 0 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (x0, y0). 
Fazendo x = x0 + he y = y0 + k no teorema acima, resulta: 


Јо, y) = P2 (x, y) + E2 (x, y) 


onde 


Р, (х, y) = f (xo уо) + (хо, Yo) (x — Xp) + z (xo. yo) (y — Yo) 


Ф 
ox 


o2f 


(хо, уо)(х — x0)? + 2 — 
0. YO 0 Hoy 


(хо, Yo) (x — хо)(у— yo) 


(хо, уо) (y — уо)? 
ду? 0» Уо)(У— Уо 


para algum ( E ы y J interno ao segmento de extremidades Eo у) e (x, y). 


Exercícios 15.5 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 da função dada, em volta do 
ponto (х0, y0) dado. 


a) f(x, y) = x sen y e (x0, y0) = (0, 0). 
b) f(x, y) = х3 + 2x2y + 3y3 + x — y e (x0, y0) = (1, 1). 


2. Expresse o polinómio f(x, y) = x3 + 2x2y + 3y3 + x — y como soma de 
termos do tipo a (x — 1)р (y — 1)4. 


3. Seja P2 (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 2 de f(x, y) = x sen y em 
volta de (0, 0). Mostre que 


ly P l 
If (x, y) = P, (x, I< —— | Ixl+— Iyl 


N 


para todo (x, y), com |x | < 1. 


4. Seja f(x,y) de classe СЗ no aberto 4 C Re e seja 7211) um ponto de 


A (lembre-se de que fde classe C3 em А significa que todas as derivadas 
parciais de ordem 3 são contínuas em 4). Prove que existem uma bola 
aberta B de centro (x0, y0), com B € А, e um número M > 0 tais que, 
para todo (x, y) € B, 


If x, y) — P, (х, y) | = М1! (x, y) — (хо. yo) IP 


onde Р2 (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (х0, 
0). Conclua que 


E(x, y) 
lim O = 8417-1207 
(х,у) > (xg. yo). ШО, y) — (х0, yM 


onde E (x, у) = f(x, y) — P2 (x,y); isto é, o erro E (x, y) tende a zero mais 
rapidamente que || (x, y) — (x0, y0) ||2, quando (x, y) — (x0, y0). 


5. Sejam f(x, y), P2 (x, у) e (x0, y0) como no Exercício 4. Prove que existe 
uma função q (x, y) definida em 4 tal que, para todo (х, y) em A. 


f G. y) = Р, (x, y) + ф(х, y) lÍ (x, y) — (xç, yl 
lim Фф (x, y) = @ (хо, уо) = 0 


(х,у) > (X9: Уо) 


6. Seja f(x,y) de classe C3 no aberto 4 С Re e seja (X9. yo) um ponto de 


A. Seja P, (x, y) um polinómio de grau no máximo 2. Prove que se 


| f (x, y) — P, (x, y) 
lim — = 


2 
(х,у) > (хо, Ур) Il (x, y) — (xo. yo) 11 


então X, y) é o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (x , 
> P 0 


y0). 


15.6. FÓRMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE 


Suponhamos f(x, у) de classe Cn + 1 no aberto 4 C Re Sejam (X9 Yo) 
(x0 + h, y0 + k) e g (D) = f (x0 + ht, y0 + kr) como na seção anterior. Vimos que 


of of 


Аа ы ырс (х, У)К, 


” 2 д Р 
se i alo io aaa 
2 2 
= @ A f (x, y)h? + ( | = (х, a di (x, ууд 
- = Cx, уул2 +2 I (х, y) hk Po. 
e que 
3 33 
3 3 д? 
u- > | | — (x, y) h - PkP 
р-о MJ @ P дур 


onde x = х0 + ht e y = y0 + kt. Deixamos a seu cargo provar por indução que 


g) (t) = y (5) II (x, y) h” = Pk» 
p=0 х с оу 


onde x = x0 + Ate y = y0 + kt. 
Pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange para funções de uma 
variável, temos: 


n gr * D (r) 


1 
D=2(0+ Y — «dd 2 
g (1)= g (0) A g” (0) + PES 


para algum £ em ]0, 1[. Segue que 
"4 r "ғ Е 
Sothy += Ооо) E —- LE) or 27 
+ E(h,k) 


onde 


n+1 LUZ 
EQ B —— у ("+0 PTS (y y) int D kp 


(n +1)! p=0 p ax" +1- Р дур 
para algum ( A 3 y ) interno ao segmento de extremidades кузу е Go + h, 


y0 + К). 
Fica provado assim o seguinte 


Teorema (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f(x, y) de 
classe Cn + 1 no aberto А C Re e sejam Coro) € A e (h, k) + (0, 0) tais 
que o segmento de extremidades (х0, y0) e (х0 + Л, у0 + k) esteja contido 


em А. Nestas condições onde 


" : n ” д" f 
fOoth уу + ЮУ (xo. yo) + > „|> emp дур C0 yo) h -P kP 
r= r! ) 


+ E(h,k) 


onde 


E(h, k) = 


n+1 jn*lr 
1 $ (>) д Í (X, y) hn +1- P kp 


(п+1)! р=о\ Р Jgx" *17P gyP 


para algum ( E 2 y ) interno ao segmento de extremidades Gy e E 


+h,y0+ k). 


16 
MÁXIMOS E MÍNIMOS 


16.1. PONTOS DE MÁXIMO E PONTOS DE MÍNIMO 


Seja f(x, y) uma função a valores reais e seja (x0, y0) € А, com A C Df. 
Dizemos que (x0, у0) é ponto de máximo de fem A se, para todo (x, y) em A, 


JG, y) Sf(x0, y0). 


Sendo (x0, y0) ponto de máximo de fem А, o número f (x0, у0) será 
denominado valor máximo de fem 4. 

Dizemos que (x0, y0) € Dfé ponto de máximo global ou absoluto de f se, para 
todo (x, y) € Df, 


JG, y) Sf(x0, y0). 


Diremos, neste caso, que f (x0, y0) é o valor máximo de f. 
Finalmente, diremos que (x0, y0) € Df é ponto de máximo local де f se existir 
uma bola aberta B de centro (x0, y0) tal que 


f(x, y) Sf(x0, y0) 


para todo (x, y) € BN D/. 

Deixamos a seu cargo definir ponto de mínimo de fem А C Df, ponto de 
mínimo global e ponto de mínimo local. 

Os pontos de máximo e de mínimo de uma função / denominam-se 
extremantes de f. 


EXEMPLO 1. (0, 0) é ponto de mínimo global de f(x, y) = x2 + y2 e f (0, 0) = 0 é 
o valor mínimo de f pois, f (x, y) >f(0, 0), para todo (x, y) em B: 


EXEMPLO 2. Seja f (x, y) = 2x — y e seja 4 o conjunto determinado pelas 
condições x 20, y 20, x + y <3 e y > x. Estude f com relação a máximo e 
minimo em A. 


Solução 


Tal estudo será feito com auxílio das curvas de nível de f: 


nN 
"I 
I 

w 


у= 2x + 3 [f (0, 3) = — 3] 


3 3 
2 


respectivamente, pontos de máximo e de mínimo de f em 4; 


3: 3 3 


f — — = — é o valor máximo e f (0, 3) = — 3 é o valor 
' ` 

2 2 2 
mínimo de f em A. Para comprovar analiticamente que o que dissemos acima 
está correto, podemos proceder do seguinte modo: para todo (x, y) em 4 


Vemos, geometricamente, que 


=0 >0 


|== x-0- х)= 0 


\ V 


0 


ou seja, 
f(x, y) = f (0. 3). u 


EXEMPLO 3. Seja (x, y) definida em ЇН2 dada por 


_ fx? + y? sex? + y2 < 4 
]1— (x — 3)2 — y? se x2 + y2 > 4. 


(0, 0) é ponto de mínimo local; (3, 0) é ponto de máximo local e todo (x0, y0) 
pertencente à circunferência х2 + y2 = 4 é ponto de máximo global de f. 
Deixamos a seu cargo fazer um esboço do gráfico de fe verificar as afirmações 
acima. 


16.2. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS PARA Q UE UM PONTO INTERIOR 
AO DOMÍNIO DE f SEJA UM EXTREMANTE LOCAL DE f 


O teorema que enunciaremos e demonstraremos a seguir fornece-nos um 
critério para selecionar, entre os pontos interiores de Df, candidatos a 
extremantes locais de /: 


Teorema 1. Seja (x0, y0) um ponto interior de Df e suponhamos que 


of af 


PRESS (X9. yo) e “Эн (Хо, yo) existam. Nestas 
ду 


dx 
condições, uma condição necessária para que (х0, у0) seja um extremante 
local de f é que 


af af | 
(xo Yo) = Ое (ag, yo) = 0. 
OX dv 


Demonstração 


Suponhamos que (x0, y0) seja um ponto de máximo local de f Como (x0, y0) 
é ponto interior de Df, existe uma bola aberta B C Df, B de centro (x0, y0), tal 


que, para todo (x, y) em B 


J G, y) < f (xg. yo). 


I Xo 


Por outro lado, existe um intervalo aberto 7, com х0 € /, tal que para todo x € 1, 
(x, y0) € B. Consideremos a função g dada por 


gG) = f(x, 0, x EL 


Уо 
— 0 yo 
^ (yo 
Temos: 
, д] 
g é derivável em xp | 8 (x9) = [m (Xo. Yo) 
x 


Хо é ponto interior de / e 
Xo é ponto de máximo local de g 


daí 
g (x0) = 0 


e, portanto, 


9] 
--(Хь Ул) = 0. 
3x 0 0) 


De modo análogo, dem onstra-se que 


Segue deste teorema que se (x0, у0) for interior a Df, f diferenciável em (x0, 
y0) e (x0, y0) extremante local de f; então o plano tangente ao gráfico de fem 
(x0, y0, f(x0, y0)) será paralelo ao plano ху. 


Dizemos que (x0, y0) é um ponto crítico ou estacionário de f se (x0, y0) for 
interior a Dfe se V f(x0, y0) = (0, 0). O teorema anterior nos diz que se f admite 
derivadas parciais em todos os pontos interiores de Df, então os pontos críticos de f 
são, entre os pontos interiores de Df, os únicos candidatos a extremantes locais de 


Ё 


Um ponto (х0, у0) € А que não é ponto interior de 4 denomina-se ponto de 
fronteira de A. O teorema anterior não se aplica a pontos de fronteira de Df um 
ponto de fronteira de Df pode ser um extremante local sem que as derivadas 
parciais se anulem nele. Os pontos de fronteira devem ser analisados 
separadamente. 


EXEMPLO 1. Seja f(x, у) = 12 + y2. Como Dé um conjunto aberto (D¿= R 
2), de 


97, x, y) = 2x 
дх 
 — 


(x, y) = 2х 


segue que (0, 0) é o único candidato а extremante local. Como f(x, y) >f (0, 0) = 
0, para todo (x, y) em Re resulta que (0, 0) é um ponto de mínimo global de f: 


EXEMPLO 2. O único ponto crítico de f(x, у) = x2 — y2 é (0, 0). Verifica-se sem 


dificuldade que (0, 0) não é extremante local (para uma visualização geométrica, 
desenhe as interseções do gráfico de f com os planos yz e xz). O ponto (0, 0) 
denomina-se ponto de sela. O gráfico desta função tem o aspecto de uma “sela 
de cavalo”: tente desenhá-lo. 

ч 


EXEMPLO 3. Seja z = f(x, y), com domínio А = ((x, y) € ЇН2 |x>0ey>0, 


onde f(x, y) = x2y + 3x. O ponto (0, 0) é um ponto de mínimo de fem 4 pois f (x, 


д] 
y) > f (0, 0) em А. Сото - 


| дх 
of 
— ( 0. 0) — 3 3 O. Este fato não contradiz o teorema 1, 
dx 

pois ele só se aplica a pontos interiores de Df e (0, 0) nào é ponto interior de Df 


(Df= А). 


= 2ху — 3. segue que 


ч 
Suponhamos, agora, que o domínio de fseja aberto е que f seja de classe C2. 


Suponhamos, ainda, que (x0, y0) € Df seja um ponto de máximo local de f 
Consideremos a função g (x) dada por 


8 (x) = (а, y0). 
Tendo em vista as hipóteses sobre f, segue que x0 é ponto interior do domínio de g 


e, além disso, é ponto de máximo local de g; como g é, também, de classe C2 
teremos que ter necessariamente 


g'(x0)=0€e g"(x0) x0 
(observe que se tivéssemos g” (x0) > 0, x0 teria que ser ponto de mínimo local de 
g). Da mesma forma, considerando a função Л (y) = f (x0, y), teremos que ter 
necessariamente 


h' (y0) = 0 e һ"(у0) 50. 


Fica provado assim o seguinte teorema. 


Teorema 2. Seja f de classe C2 e seja (x0, у0) um ponto interior do 
domínio de f. Uma condição necessária para que (х0, y0) seja ponto de 


máximo local de fé que (x0, y0) seja ponto crítico de f e, além disso, 
"7 


- 


д= 
9 f oo уу) «0e 9 T os Уу) < 0. 
дх ду 


(Interprete geometricamente.) 


Se no teorema acima as condições 


avo Ур) =< Ое m 5 (Хо, Уо) = 0 


teremos uma condição necessária para (x0, y0) ser ponto de mínimo local de f. 


EXEMPLO 4. Determine os candidatos a extremantes locais de 
f(x, у) = х3 + y3 — 3x — 3y +4. 


Solução 


Os únicos candidatos a extremantes locais são os pontos críticos, pois o 
domínio de /(D = р> aberto. De 


А j 
97 х y) = 3x — 3 € LEM у) = зу? ad 
дх ду 


resulta que os candidatos a extremantes locais são as soluções do sistema 


2 
x — 
ЗҮ 


- 


0 
0. 


As soluções do sistema são: (1, 1), (+ 1, 1), (1,— 1) e (- 1, 1). Temos: 


у у) = 6х e “Г у) = бу. 


әх? ду? 


32 42 
Em 1) = ва? T a. 1) = 6 x= 
gx dy? 


(1, 1) é candidato a ponto de mínimo local. 


42 
9 a er f 
PRA 1) = — —(—1,1) = 6 
әх? “a y 
; logo, (— 1, 1) não é extremante local. O mesmo acontece com o ponto (1, — 1). 
(Interprete geometricamente.) 


to чә 
II 


4 


T4-Lh-b-- 


;logo, ( 1,— 1) é candidato a ponto de máximo UM 


= 


Seja (x0, y0) um ponto crítico de f(x, y). Sejam g (x) = f (x, y0) e h (у) = f 
(x0, y). Observemos que se х0 não for extremante local de g, então (x0, у0) nào 
será extremante local de /: Da mesma forma, se y0 nào for extremante local de 
h, então (x0, y0) não será extremante local de f. (Verifique.) 


Exercicios 16.2 


Selecione os candidatos a extremantes locais, sendo f(x, у) = 


1. 2x2+ y2-2xy+x- y. 
2. х2- y2 t àxy- x * y. 
3. х3-у2 + xy + 5. 

4. x3 y3 - xy. 

5. x4+y4+4x+4y. 


6. x5+y5—3x-— Sy. 


16.3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UM PONTO CRÍTICO SER 
EXTREMANTE LOCAL 


Seja f(x, y) de classe C2. A função H dada por 


92 f 9 f 
у. A Y) 
gx“ ad 
Ну) ар 92 f 
— y) — (x, y) 
дх ду ду? 


^ 


denomina-se hessiano de f. Observe que 


) ^ 
2 9 д“ 
2f / A, y) — Lm y) 
àx? ду? дхду 


N 


H (x,y) = 


O próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente para um ponto 
crítico de f'ser extremante local de f 


Teorema. Sejam f(x, y) de classe C2 e (x0, y0) um ponto interior de Df. 
Suponhamos que (x0, y0) seja ponto crítico de f. Então 


a) Se 


3 


ах (Xo: Yo) > ОеН (X9. Yo) > 0, 
então (x0, y0) será ponto de mínimo local de /: 
b) Se 


n 
(хо, уо) < Ое H (хо, yo) > 0, 


- 


dx 


então (х0, у0) será ponto de máximo local de £ 

c) Se H (x0, y0) < 0, então (x0, y0) não será extremante local. Neste 
caso, (x0, у0) será ponto de sela. 

d) Se H (x0, y0) = 0, nada se pode afirmar. 


Demonstração 


Veja Exemplos 3, 4 e 5 da Seção 16.6. 
ч 


EXEMPLO 1. Seja f(x, y) = x3 + уЗ — 3x — 3y + 4. Os pontos críticos de f são: 
(1,1), (1,= D, C 1,1) e (— 1,- 1). Temos: 


jx 0| PF. 
H (x, y) = „|е — (x, y) = 6x. 
Helo nº qi ve» 


Então: 


a? f 
HA, фени. 5(1,1) 2620 
X 
; logo, (1, 1) é ponto de mínimo local. Note que (1, 1) nào é ponto de mínimo 
global, pois f(— 3, 0) < f(1, 1). 


es 
82 f 
H(-1,-1)=36>0e 5(-1,-1)=-6<0 
àx* 
; logo (~ 1, 1) é ponto de máximo local; entretanto, (~ 1, — 1) nào é ponto de 
máximo global, pois /(4, 0) > f(- 1, - 1). Сото Н (- 1, 1) «0e H (1, 1) < 0, 
segue que (- 1, 1) e (1, — 1) não são extremantes, são pontos de sela. 


EXEMPLO 2. Seja f (x, у) = 3x4 + 2y4. O único ponto crítico de f é (0, 0) e 
temos Н (0, 0) = 0; logo, o teorema não nos fornece informação sobre este ponto 
crítico. Trabalhando diretamente com a função verifica-se sem dificuldade que 
(0, 0) é ponto de mínimo global. 

ч 


EXEMPLO 3. Seja f(x, y) = х5 + 2y5. O único ponto crítico é (0, 0) e H (0, 0) = 
0. Como x = 0 não é extremante local de f(x, 0) = x5, resulta que (0, 0) não é 
extremante local de f. 

ч 


EXEMPLO 4. Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um 
paralelepípedo-retângulo e com 1 m3 de volume. O material a ser utilizado nas 
laterais custa o triplo do que será utilizado no fundo. Determine as dimensões da 
caixa que minimiza o custo do material. 


Solução 


abc = AA 
ab 


O problema consiste em minimizar 


f (a, b) = 3 (Zac + 2bc) + ab, onde c = = 
a 


Та, р=2+24+ аЬ, а> 0eb 0. 
а 


Тетоѕ 


d'b — а? exa — b. 
Ағ (а, b) = K Ж Ye). o único ponto crítico de f: 
oH (Ne, à 6 )> ğe 


xi (16.36) »0 


да? | 
p үгсээ) 
(verifique) resulta que (16 А 6 é ponto de mínimo local. Pela 


natureza do problema, é razoável esperar que este ponto seja de mínimo global. 
As dimensdes que minimizam o custo sáo: 


— 36, b — 3/6 ес = ` (Uma forma 


elegante de justificar que 3/6 5 N 6 | é ponto de mínimo global é а 


seguinte: para cada a | > 0, seja h (a) o valor mínimo de 
6 = б o 

8 (5) — — + — + ab. b de 0: verifique, então, 
a b Am 

que o valor mínimo de h (a) ЛД 3/6 9 3/6 ) Descreva 


geometricamente este processo.) 


Exercícios 16.3 


1. Estude com relação a máximos e mínimos locais a função f(x, y) = 


a) + day + Ay! — é + 2y b) x2 + y? + ху – 3х — 4) +5 
с) х. 2ху ty —5х d) 2 + j 2. 2xy + 4x — 2y 
e)x? = Ын y + 27у $3 x + Эрт =x+3y+1 
2) 4х2 + 2xy + 4y? — 6x – 12у тх + T -20- 27 

i) х. xy + y — 6x — Sy p ty A+ 4x+ 4y 


1 
+ + ху, x>0ey>0 


5,5 
Dx +y = 5х – 5у 
у 


2. Sejaf(x, у) = ах2 + by2 + cxy + dx + ey + l, onde a, b, с, d, e e l são 
constantes. Prove que se (х0, у0) for extremante local de /; então será 
extremante global. 


(Sugestão: Observe que o gráfico de g (f) = f (x0 + ht, y0 + kt) (h e k 
constantes) é uma parábola.) 


3. Estude com relação a extremantes globais a função f(x, у) = 
а) x2 + 2xy + 2у2- x + 2y 
b)x2-y2-3xy +x+4y 
с) x+ 2y - 2xy - x2 - 3y2 
d) 3x2 + y2 + xy – 2x - 2y 


e) x2 + 2y2 + 3xy + 2x + 2y 
Jf x2*y2- 2x - 4y 
(Sugestão: Utilize o Exercício 2.) 


Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 que se encontra mais próximo 
da origem. 


. Método dos mínimos quadrados. Dados n pares de números (al, 51), (a2, 
b2), ..., (an, bn), com n > 3, em geral não existirá uma função afim f(x) = 
ax + f cujo gráfico passe por todos os n pontos. Entretanto, podemos 
determinar f de modo que a soma dos quadrados dos erros f (ai) — bi seja 
mínima. Pois bem, determine a e В para que a soma 


п 
E (e, B) = Y Lf(a;)— b; É 
1=1 


Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se 
ajusta aos dados: 

a) (1, 3), (2,7) e (3, 8) 

b) (0, 1), (1,3), (2, 3) e (3, 4) 


Determinado produto apresenta uma demanda y (em milhares) quando o 
prego, por unidade, é x (em R$). Foram observados os seguintes dados: 


5 100 


6 98 


7 95 


8 94 


A tabela nos diz que ao preço unitário de 5 reais a demanda foi de 100.000 
unidades; ao preço unitário de 6 reais a demanda foi de 98.000 unidades 
etc. 


a) Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se 
ajusta aos dados observados. 


b) Utilizando a reta encontrada no item a), faça uma previsão para a 
demanda quando o preço, por unidade, for 10 reais. 


Considere as retas reversas r e s de equações 
(0,2) (0,0,2) +201,2,0), € [I 

е 

(x, у, 2) = (0,0,4) +u (1, 1, 1),4 € R 


respectivamente. Determine P e Q, com P E re Q Є s, de modo que a 
distância de P a Q seja a menor possivel. 


Duas partículas Pl e P2 deslocam-se no espaço com velocidades 


constantes mam (1,1,0)e y = (0, 1, 1), respectivamente. No instante 
у 2 


t= 0 а Pl encontra-se na posição (1, 1, 3). Sabe-se que a trajetória 
descrita por P2 passa pelo ponto (1, 1, 0). Qual deverá ser a posição de P2 
no instante t = 0 para que a distância mínima entre elas seja a menor 
possível? 


Determinada empresa produz dois produtos cujas quantidades são 
indicadas por x e y. Tais produtos são oferecidos ao mercado consumidor a 
preços unitários pl e p2, respectivamente, que dependem de x e y 
conforme equações: pl = 120 — 2x e p2 = 200 — у. O custo total da 
empresa para produzir e vender quantidades x e y dos produtos é dado por 
C = x2 + 2y2 + 2xy. Admitindo que toda produção da empresa seja 
absorvida pelo mercado, determine a produção que maximiza o lucro. 


. Para produzir determinado produto cuja quantidade é representada por z, 


uma empresa utiliza dois fatores de produção (insumos) cujas quantidades 
serão indicadas por x e y. Os preços unitários dos fatores de produção são, 
respectivamente, 2 e 1. O produto será oferecido ao mercado consumidor 
a um preço unitário igual a 5. A função de produção da empresa é dada 
por z = 900 — x2 — y2 + 32x + 41y. Determine a produção que maximiza o 
lucro. 


Considere o sistema de partículas P1, P2, ..., Pn, localizadas nos pontos (x1, 
yl), (2, y2), ..., (xn, уп) e de massas ml, m2, ..., mn. Seja N = (x, y). 
Determine N para que o momento de inércia do sistema, em relação a N, 
seja mínimo. Conclua que o N encontrado é o centro de massa do sistema. 


(Observação. O momento de inércia de Pi em relação a N é o produto de 
mi pelo quadrado da distância de Pi a N; o momento de inércia do sistema 
em relação a N é a soma dos momentos de inércia, em relação a N, das 
partículas que compõem o sistema.) 


. Determine o ponto do plano 3x + 2y + z = 12 cuja soma dos quadrados das 


distâncias a (0, 0, 0) e (1, 1, 1) seja mínima. 


Considere a função f(x, y) = 1 х2 — y2, x > 0 e y > 0. Determine o plano 
tangente ao gráfico de f que forma com os planos coordenados tetraedro 
de volume mínimo. 


. Seja f (x, у, 2) de classe C2 e seja (x0, y0, 20) um ponto interior de Df. 


Suponhamos que (x0, y0, 20) seja ponto crítico de f. Sejam H (x, y, z) e НІ 
(x, у, т) dadas por 


Ef or sf 

дх2 дхду 0xóz ef wtf 
Pf Ef of ôx? 9x9y 
E - € AS > 2s 
дх ду dy ду дг 9-7 д- 
Er. wy wf өх ду ay 
дхдт дуд 0? 


Pode ser provado (veja 16.6) que: 

(0, ве 
éi (Xo. Yo» 20) > 0, H1 (хо. уо. Zo) > О e H (xg, Yo» 20) > 0 

p^ (x0, y0, z0) será ponto de mínimo local. 


(ii) se 
2 


Laow zo) < 0, H, (хо. уо. 20) > 0 e H (хо, yg. 20) < 0 
E 


, então (х0, y0, z0) será ponto de máximo local. 
Estude com relação a máximos e mínimos locais a função f(x, y, z) = 


а) х2 + 5у2 + 222 + 4ху - 2x - 4y - 8z + 2. 
b) x3 + уЗ + 23 – Зх – 3y – 322. 


с) х3 + 2xy + y2 + 22 — 5x — 42. 
d) x2 — y2 + 422 + 2xz — 4yz — 2x — 62. 


16. Seja f(x, у, z) de classe C2 e seja (х0, y0, 20) ponto interior de Df. Suponha 
que (х0, y0, 20) seja ponto crítico de f: Prove: 


a) à f af а> 
E (Xo. Yo» 20) > 0. ü (хо. Yo» 20) = 0.e u (ху. Yo» 20) #0 


uma condição necessária para o ponto crítico (x0, у0, 20) ser ponto de 
mínimo local de /: 


2r 


b) 02 f i 
— (xo Yo» 20) < 0, — (Xo Yo z0) < Ое 
ду? 


4.5 


(хо, Yo» 20) < 0 


é uma condição necessária para o ponto crítico (x0, у0, 20) ser ponto de 
máximo local de f. 


17. A função f(x, y, z) = x2 + y2 — z2 - 5x + 2y — z + 8 admite extremante 
local? Por qué? 


18. Seja f (x, y) definida e de classe C2 no aberto А de R: Suponha que, 
para todo (x, y) € A, 


а? 3 a? e af af 
Í (хуул? Í (x, y) +2 ЗА (х. y) +3 21 (x, y) > 0. 
dx” dy” дх ду 


Prove que fnão admite ponto de máximo local. 


19: Seja f(x, y) = ын o = хэ e considere, para cada zi. (A, k), a função 


g- ( 1) = 1 (ht, kt ) (observe que & —* fornece os valores de 
у Y 
f'sobre a reta (x, y) = t (h, k)). Verifique que г = 0 é ponto de máximo local 
de cada & —* mas que (0, 0) não é ponto de máximo local de f: 

v 


20. Seja f(x, y) uma função que admita derivadas parciais em todo B: 


Suponha que / admita um único ponto crítico (х0, у0) e que este ponto 
crítico seja ponto de máximo local. Pode-se concluir que (х0, у0) é ponto 
de máximo global? 


16.4. MÁXIMOS E MÍNIMOS SOBRE CONJUNTO COMPACTO 


Nas seções anteriores determinamos condições necessárias e condições 
suficientes para que um ponto de Df seja um extremante local de f. Entretanto, 
para muitos problemas que ocorrem na prática é importante determinar os 
extremantes em um subconjunto 4 de Df. O teorema de Weierstrass, que é o 
próximo teorema a ser enunciado, fornece-nos condições suficientes para a 
existência de tais extremantes. 

Para enunciar o teorema de Weierstrass precisaremos antes definir conjunto 
compacto. 


Seja 4 um subconjunto do R dizemos que А é um conjunto limitado se А 


estiver contido em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro 
lado, que А é um conjunto fechado se o seu complementar (х, y) € Re | (x, у) 


€ A) for um conjunto aberto. Pois bem, dizemos que А é um conjunto compacto 
se 4 for fechado e limitado. 


EXEMPLO 1. Toda bola fechada А de centro (x0, y0) eraior>0,4= ((x, y) € 
R: |б, у) = (Xo. yo) || < г} é um conjunto compacto, pois é limitado e 
fechado. 


A é um conjunto limitado e seu complementar é um conjunto aberto. 
п 


EXEMPLO 2. 4 = {(x, y) € ЇН2 | y 2 x2) é um conjunto fechado, mas não 


limitado, logo, 4 não é compacto. 
ч 


EXEMPLO 3. 4 = ((x, y) € ЇН2 | x2 + 4y2 = 1) é um conjunto limitado e 


fechado, logo compacto. 
ч 


O teorema de Weierstrass, que enunciaremos a seguir (para demonstração 
veja Exercícios 9 a 12), conta-nos que se f for contínua no compacto А, então J 
assumirá em A valor máximo e valor mínimo. 


Teorema (de Weierstrass). Se f(x, y) for continua no compacto 4, então 


existirão pontos (x1, y1) e (x2, y2) em A tais que, para todo (x, y) em A, 


JG1,y1) Sf, y) 5702, y2). 


O teorema de Weierstrass garante-nos que se / for continua em Ае А 
compacto, então existirão pontos (x1, y1) e (x2, y2) em A tais que f (xl, yl) é o 
valor mínimo e f (x2, y2) é o valor máximo de f em A. Resta-nos, agora, o 
problema de determinar tais pontos. Suponhamos que fadmita derivadas parciais 
nos pontos interiores de 4. Sabemos, então, que entre os pontos interiores de 4 os 
únicos com possibilidades de serem extremantes são os pontos críticos: a nossa 
primeira tarefa consiste, então, em determinar os pontos críticos de fque estão no 
interior de 4. Em seguida, procuramos determinar os valores máximo e mínimo 
de f na fronteira de А. Comparamos, então, os valores que f assume nos pontos 
críticos com o valor máximo de fna fronteira de 4: o maior destes valores será o 
valor máximo de fem 4. De modo análogo, determina-se o valor mínimo. 


EXEMPLO 1. Determine os extremantes de 


+ y? — 3x — 3y em À = ((x, WERIo<x<2elyi<2). 


FA y) = x° 
Solução 


Como f é continua e 4 compacto, vamos proceder como dissemos 
anteriormente. 


Pontos criticos de f no interior de A 


of of 


dx ду 


As soluções do sistema 


0 


Зх? =з 
—3=0 


зу? 


são: (1, 1),(1,-1),(-1,1)е(-1,-1) Segue que (1, 1) e (1, = 


pontos críticos no interior de 4. Temos 
Ја, 1) 7 - 4ef(1, - 1)- 0. 
Análise dos pontos de fronteira 


20)-fQ,y)-y3-3y * 2, -2xy <2, 


—(x, y) = 3⁄2 — 3 e— (x, у) = Зу? — 3, 


1) sáo os únicos 


fornece-nos os valores que fassume no segmento NP. 


g(—2) =0,g(—1)=4,g(1) =0e (2) = 4. 


Assim, o valor máximo de fno segmento NP é 4 e o valor mínimo é 0. O valor 
máximo é atingido nos pontos (2,— 1) e (2, 2): 


10,-1)-46/(2,2)-4. 
O valor mínimo é atingido nos pontos (2, — 2) e (2, 1): 
10,-2)-06/(2,1)-0. 


Raciocinando de forma análoga sobre os segmentos PO, МО e MN, concluímos 
que o valor máximo de f sobre a fronteira é 4 e este valor é atingido nos pontos 
(2, — 1) e (2, 2); o valor mínimo de fsobre a fronteira de А é — 4 e este valor é 
atingido no ponto (1, — 2). 


Conclusão. Comparando os valores que f assume nos pontos críticos com os 
valores máximo e mínimo de /па fronteira resulta: o valor máximo de fem 4 é 4 
e é atingido nos pontos (2, — 1) e (2, 2); o valor mínimo de fem A é — 4e é 
atingido nos pontos (1, 1) e (1, — 2). 

ч 


EXEMPLO 2. Determine os extremantes de f(x, у) = xy em A = (хуу) € Re 


|x2+y2<1}. 


Solução 


f é continua e 4 compacto; logo, f assume em А valor máximo e valor 
mínimo. O único ponto crítico no interior de 4 é (0, 0), e este ponto crítico não é 
extremante (verifique). Segue que os valores máximo e mínimo de f, em А, são 
atingidos na fronteira de 4. Os valores de f na fronteira de А são fornecidos pela 
função 


1 
F(t) = f (cos t, sen t) E 21,0 < t = 2m. 


Л 5л 


F atinge o valor máximo em Í = ___ e t = ; atinge о 
3л 7л 
valor mínimo em t = —.+— e Í = Segue que 
42 42 42 42 : 
— e — — O — são os 
, , 
2. 2 2 2 
pontos de máximo de em A 
(12 N 2 {2 \/2 | 
HE нэгнээ — m (RU — são os 
2^9 2 2 


pontos de mínimo de fem A. O valor máximo de fem А é — e o valor mínimo, 
1 - 
= ——. A figura seguinte, na qual estão desenhadas algumas curvas de nível de f; 


9 


< 
fornece-nos uma visào geométrica do problema: 


ponto de máximo 


1 
be 223 


2 п 


EXEMPLO 3. Determine os extremantes de f(x, у) = 2x + y em A dado por x > 
0,720, x+y<4e3x+y<6. 


Solução 
f assume em A valor máximo e valor mínimo, pois f é contínua e A, 


compacto. Como f não admite ponto crítico, os valores máximo e mínimo são 
atingidos na fronteira de 4. 


z=0 


Como fé uma fungáo afim e a fronteira de 4 é formada por segmentos de retas 
(4 é um polígono), resulta que entre os vértices de A existe pelo menos um ponto 
de máximo e pelo menos um ponto de mínimo. Calculando os valores de f nos 
vértices encontramos: 


f(1,3) = 5 valor máximo e /(0, 0) = 0 valor mínimo. 


Exercícios 16.4 


1. Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no conjunto dado. 


a) f (x, y) = 3x — y no conjunto A de todos (x, y) tais que x = 0, y> 0,y -x &3,x +y £4 
e3x+y=<6. n à 
b) f(x, y) = Зх - yemA = (o, y) E R là + у = 1) 
2 + Злу – 3хетА = (x) Є 21х20, у 20ех+у 1}. 
xyemA = (x; у) eR Ix 20, у z0e2x ty 5}. 
2 ico d^ 
—x'emA = ((, y) € х y < 4). 
—2ху + 2y emA = (x y) Є В211х1+1у1 1). 


2. Determine (x, y), com х2 + 4y2 < 1, que maximiza a soma 2x + y. 


3. Suponha que T (x, у) = 4 — x2 — y2 represente uma distribuição de 
temperatura no plano. Seja 4 = f(x, y) € Re |x>20,y2xe2y+x<4). 


Determine o ponto de 4 de menor temperatura. 


4. Determine o valor máximo de f(x, y) = x + 5y onde x e y estão sujeitos às 
restrições: 
5х + 6y <30, 3x + 2y<12,x>0e y>0. 


5. Uma determinada empresa está interessada em maximizar o lucro mensal 
proveniente de dois de seus produtos, designados 1 e II. Para fabricar estes 
produtos ela utiliza um tipo de máquina que tem uma disponibilidade de 
200 máquinas-hora por mês e um tipo de mão de obra com uma 
disponibilidade de 240 homens-horas por mês. Para se produzir uma 
unidade do produto I utilizam-se 5 horas de máquina e 10 horas de mão de 
obra, enquanto para o produto II utilizam-se 4 horas de máquina e 4 horas 
de mão de obra. Espera-se uma demanda de 20 unidades por mês do 
produto I e 45 do produto II. Calcula-se um lucro, por unidade, de R$ 10,00 
para o produto 1 e R$ 6,00 para o II. Determine as quantidades de cada 
produto que deverão ser fabricadas por mês, para o lucro mensal ser 
máximo. 


6. Determine (x, у) que maximiza (minimiza) a função f(x, у) = х2 + 2y2, 
com x e y sujeitos às restrições: у = 1 — 2x, 0 = X = —. 
P 
7. Dé exemplo de uma função contínua num conjunto limitado 4 C Re 


mas que não assuma em 4 valor máximo. 


. Considere a forma quadrática О (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2. Sejam O (xl, 


Ур eQ 222223) os valores mínimo e máximo de Q em А = ((x, y) € 
2|х2+ y2 = 1). Prove: 

(i) se О (x1, y1) > 0, então Q (x, у) > 0 para todo (x, y) #(0, 0). 

(186 О (x2, y2) < 0, então O (x, y) < 0 para todo (x, y) #(0, 0). 

Suponha 4 um subconjunto fechado do Re e (X9. yo) um ponto de 


acumulação de А. Prove que (x0, y0) € А. 


Prove que se f (x, y) for contínua em (x0, y0) € Df, então f será 
localmente limitada em (x0, y0) (f localmente limitada em (x0, y0) 
significa que existem a e f e uma bola aberta B de centro (x0, y0) tais que 
a< f(x, y) < В para todo (x, y) em BN Df). 


. Seja Ry R5, a R,, .. uma sequência de retângulos em R 2, onde 


nº 


R, = (x y) S la, <x= Cy, a, = y S b, 


nº 
а 


tais que RI D R2 D .. D Rn D .; suponha que 
n 


== II (as, аһ ) — ( Cp b, ) | tenda a zero 
quando n — + оо. Nestas condições, prove que 
В, ПЕ, П... ПР, — (X, y) 
onde х у е são os únicos reais tais que 


s Y = сг п yx 
a, EXS c, e ga, =< y = b, 


para todo n € RI п#0. 


Seja 4 um subconjunto fechado e limitado do Re e seja f: 4 > R 


contínua. Prove que fé limitada em 4. 


(Sugestão: Suponha que f não seja limitada e construa uma sequência de 
retângulos como a do Exercício 11, tal que fnão seja limitada em A П Rn, 
para n = 1, 2, ..; conclua que f não será localmente limitada em 


(O, У) = R, A R> A ..., O que contradiz a hipótese de / 


ser contínua em ( Ж: y p 


13. (Teorema de Weierstrass.) Seja АС ЇН2 4 compacto, e seja f: 4 — R 
contínua. Prove que fassume em 4 valor máximo e valor mínimo. 


(Sugestão: Veja Apêndice A2.4, Vol. 1, 5.º edição.) 


16.5. O MÉTODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA 
DETERMINAÇÃO DE CANDIDATOS A EXTREMANTES LOCAIS 
CONDICIONADOS 


O objetivo desta seção é o estudo de máximos e mínimos de uma função 
sobre conjuntos do tipo: 


{œ у) [а œ у) = 05, 65», 2| g Œ y, 2) = 0) 


tQ» 2) | g œ, y, 2) = 0 e h (x, y, 2) = 0]. 


PROBLEMA 1. Seja f(x, y) diferenciável no aberto А e seja B = {(x, y) € A | g 
(x, y) = 0}, onde g é suposta de classe Cl em 4; suporemos, também, V g (x, y) 
z (0, 0) em B. Estamos interessados em determinar uma condição necessária 
para que (x0, y0) E B seja um extremante local da f em B. A figura que 
apresentamos a seguir, onde estão desenhadas algumas curvas de nível de f, 
ajudar-nos-á a chegar, geometricamente, a tal condição: 


= Р(х, у) 


0 0 
sentido indicado na figura (cl < c2 < c3 < z0). Vamos então pensar 
geometricamente: se (x0, y0) é um extremante local, é razoável esperar que a 
curva de nível de f que passa por este ponto seja “tangente”, neste ponto, à 
restrição g (x, у) = 0, isto é, os vetores Vf (х0, y0) e Vg (x0, y0) devem ser 
paralelos e como Vg (x0, y0) £(0, 0) deverá existir um 20 tal que 


— 
Para efeito de raciocínio, suponhamos Vf'(x , y ) # 0 е que z cresce no 


z, = f (x, y) 


V & (Xs, yo) 


V f (xs. yo) 


A 
g(xy)-0 


Vf (xg. yo) = Ao V8 (xo; yo). 


Geometricamente, chegamos à seguinte condição necessária: uma condição 
necessária para que (х0, y0) € В seja ит extremante local de fem В é que (x0, 
у0) torne compatível o sistema 


V f(x, y) = AVg (x, y) 
g(x% y) = 0 


Este processo de se determinar candidatos a extremantes locais é conhecido 
como método dos multiplicadores de Lagrange; os À que tornem tal sistema 
compatível denominam-se multiplicadores de Lagrange para o problema em 
questão. 


Teorema 1. Seja f(x, y) diferenciável no aberto 4 e seja В = ((x, y) € A 
Ig (x, y) = 0), onde g é suposta de classe Cl em A, e V g (x, у) £(0, 0), para 


todo (x, у) Є В. Uma condição necessária para que (x0, у0) Є В seja 
extremante local de fem B é que exista um real 20 tal que 


Vf (X9. Yo) = Х Үе (Xo Уо). 


Demonstração 


Suponhamos que (x0, y0) € В seja um ponto de máximo local de fem B; isto 
significa que existe uma bola aberta V de centro (х0, у0) tal que 


^p ^0 g (x, y) = 0 


f G, y) < f (xo, yo) 


para todo 


(X У) ЄВПУ. (( y € B Уе g (x, у) =0e (x, y) € V) 


Consideremos, agora, uma curva y diferenciável num intervalo aberto 7 tal 
que 


— 
— 9 , ,? — 
Y (fg) = (хо yo); fg € L Y' (t) # 0 e g (y (0) = 0 
‚ para todo t € 1 (a existência de uma tal curva é garantida pelo teorema das 
funções implícitas). Da continuidade de y segue que existe ó > 0 tal que 


ft € рр ð to + 6[ = y (0 € B r" V. 


Daí. 


fa) = f (y (to) 


para todo г € 710 — ó, 0 + ó[; assim, 10 é ponto de máximo local de F (1) = f (y 
(0) e como (0 é ponto interior a /, resulta F' (10) = 0, ou seja, 


© Vf Cy (t9)) Y (to) = 0. 
Por outro lado, de g (y (0) = 0 em 7 resulta 

@ Ve (y (t9) "у (tp) = 0 
Tendo em vista que V #000 D segue de (1) e (2) que existe ү tal 
que 

V f(y (t9) = Хо Vg (y (to). a 


Então, sendo f(x, y) diferenciável no aberto 4 e B = {(х, y) € A | g (x, y) = 
0), onde g é suposta de classe Cl em 4 e V g(x, y) # (0, 0) em B, os candidatos a 
extremantes locais de fem B são os (x, y) € A que tornam compatível o sistema 


V f(x, y) = À V g (x, y) 
8 (x, y) = 0 


Estabelecemos assim uma condiçào necessária para um ponto (x0, y0) ser 
um extremante local de fem B. Trabalhando diretamente com a funçào o aluno 
deverá decidir quais dos candidatos encontrados sào realmente extremantes 
locais. 


Observação. Se no teorema 1 acrescentarmos as hipóteses f de classe Cl е V f 
(х0, у0) # (0, 0), então poderemos afirmar que a curva de nível de / que passa 
pelo ponto (x0, y0) tangencia, neste ponto, a restrição g (x, y) = 0. Entretanto, 
nada podemos afirmar com relação à tangência se V f(x0, у0) = (0, 0) (veja 
Exercícios 1 (f) e 1 (g)). 


EXEMPLO 1. Determine os extremantes de f(x, у) = 3x + 2y com a restrição x2 
+y2=1. 


Solução 


Seja g (x, y) = x2 + у2— 1; о que queremos são os extremantes de fem 
B= (х,у) € ЇН2 g (x, y) = 0). Como g é de classe Cl e Vg (x, у) = (2x, 2y) + 


(0, 0) em В, resulta que os candidatos a extremantes locais são os (x, у) que 


tornam compatível o sistema 
V fGx, y) = À V g (x, y) 


g (x, y) 


II 
° 


ou 


que é equivalente a 


ко ш 
| | 
го го 

> E 


Substituindo estes valores em x2 + y2 = 1, vem 


Segue 


que 
3.13 243). 3413 2413 


` ` 


“Ba. 13 13 


são os candidatos a extremantes locais. Como B é compacto e f 


БИГИР 3 43 X) 


13 13 i i 


- 13 


‚ resulta que é ponto de máximo e 


3 413 2 JB 
13 7 13 


(Interprete geometricamente.) 


é ponto de míximo e fem В. 


EXEMPLO 2. Estude, com relação a máximo e mínimo, a função f(x, y) = y + 
x3 com a restrição y — х3 = 0. 


Solução 
g(x y) =y— N e B= ((x, y) € R? lg (x, y) = 0). 


Como g é de classe Cl e Vg (x, y) = (~ 3x2, 1) 4 (0, 0) em B, resulta que os 
candidatos a extremantes locais são os (x, y) que tornam compatível o sistema 


V f(x, y) = AVg (x, y) 
8%) = 0 


ou 


(32, 1) = A (—3:2, 1) 
3 
у-х =0. 


O único candidato é (0, 0) que não é extremante de fem B, pois f(x, y) > 0 para 
x>0ey>0ef(x, у) < Орагах < 0еу< 0. 


1 


EXEMPLO 3. Encontre o ponto da curva xy = 1, x > 0 e y > 0 que se encontra 
mais próximo da origem. 


Solução 


Trata-se aqui de se determinar o mínimo de f(x, у) = х2 + y2 com a restrição 
xy = 1 (f(x, y) é o quadrado da distância de (x, y) a (0, 0)). 


Vf (x, y) = AVg (x, y) (2х, 2у) = A (у, х) 
g (x, y) = 0 ху-1-0 
O único candidato é (1, 1) e, por inspeção, verifica-se que (1, 1) é ponto de 


mínimo. Assim, (1, 1) é o ponto da curva xy = 1,x > 0 e y > 0 que se encontra 
mais próximo da origem. 


a, D 
ху=1 
Ш 
8) 
5) y^ 
EXEMPLO 4. Determine a reta tangente à curva "am + В — 1 
Ë / 
x>0ey> 0 que forma com os eixos triângulo de área mínima. 
Solução 
y2 


9] 7 
Seja (a, b) (а> 0 e b > 0) um ponto da elipse Y + ы = Г 


equação da reta tangente em (a, Б) ё: 


[2a Ji [(x, y) — (a, b)] = 


ou 


ax TR: NR l. 
4 


A área do triángulo OMN é: À = 


. O problema consiste em 


ab 


ab 4 


Das duas primeiras equações segue b = 2a. Substituindo na última equação 


ai 


obtemos а= тэй A equação da reta que resolve o problema é: 
2 
- 
2x + у = 242. 


PROBLEMA 2. Seja f(x, y, 2) diferenciável no aberto 4 C рз е ѕеја 


B= {(x, y, z) € A | g (x, y, z) = 0), onde g é suposta de classe Cl em А e Vg (x, 
y, 2) + (0, 0, 0) em B. Qual uma condição necessária para que (х0, y0, 20) € В 
seja extremante local da / ет В? Raciocinando geometricamente, como по 
Problema 1, chega-se à condição: a condição necessária para (x0, y0, 20) E B 
ser extremante local de fem B é que exista 20 tal que 


Vf (Хо, Ур» 20) = Mo Ve (Хо, Yo: 20) 


Deixamos para o leitor a prova desta afirmação. Deste modo, os candidatos a 
extremantes locais de fem В são os (x, у, 2) Є А que tornam compatível o 
sistema 


Vf (x, y, 2) = À Vg (x, y, z 
2 (х. у, 2) = 0 п 


EXEMPLO 5. Determine o ponto do elipsoide х2 + 2у2 + 322 = 1 cuja soma das 
coordenadas seja máxima. 


Solução 


Queremos maximizar f(x, y, 2) = x + у + z com a restrição х2 + 2y2 + 322 = 
19 


Vf (x, = À Vg (x, y, z) ( 1,1,1) = À (2x, 4y, 62) 
|», 0 > [2 +2у2 +3 -1=0. 
ZA 
g (х, Уу, 2) 


Сото 4 deve ser diferente de zero, da 1º equação tiramos: 


| 


X——y-—-ez- 
24" А бл 
equação obtemos: 
| 2 3 m 
+ —>5 +—— =|] ou А = + —. 
422 1642 3632 \24 


Os candidatos a extremantes são: 
x-[i pra na m «х 24 fuo: ll 1 П) 
2\24 4\24 6\24 2 ү24 4 ү24 6 V24 


Da compacidade de B, da continuidade de fe de f(X1) > f (X2) segue que o ponto 
procurado é 


. Substituindo na ültima 


I 11 1 fui 
2124 4 V24' 6 (24 


O próximo teorema fornece-nos uma condição necessária para (х0, у0, 20) 
ser um extremante local de f(x, y, z) com as restrições g (x, y, z) = 0 e h (x, y, 2) 
= 0. Para a demonstraçào de tal teorema vamos precisar do seguinte мэн 


= —) ә — 


H.V.W c 0 


(cuja prova fica para o leitor): sejam 


vetores do R: tais que 
> > > > > ? > > > 
uNv&oO,u:c=0v:c=0ew:c=0 
: então existem reais 21 e 2 tais que 
> > > 


w = Л u + A> y 


Teorema 2. Seja f(x, y, z) diferenciável no aberto 4 C рз е ѕеја В = 


{(х, y, z) € A | g (x, y, z) = 0 e h (x, у, z) = 0}, onde g e л são supostas de 
> 


classe c em Áe V g (x, y, 2) Л V h (x, y, z) + 0 em B. Nestas condições, 


uma condição necessária para que (х0, у0, 20) € В seja extremante local de 
fem B é que existam reais 41 e 22 tais que 


Vf (X. Yo 20) = А Vg (х0. yo; Zo) + А УЛ (xo; Ур, 20) 


Demonstraçao 


Suponhamos que (x0, y0, z0) seja ponto de máximo local de fem B, o que 
significa que existe uma bola aberta V de centro (x0, у0, 20) tal que, para todo (x, 
уд € B r V, 


JG, y, 2) Sf (x0, y0, 20) 


(como А é aberto, podemos supor Y C A). Consideremos uma curva 
diferenciávely:1 — BR 1 intervalo aberto, tal que y (to) = (X Yo 20) y (10) £ 


0 


teorema das funções implícitas). Da continuidade de y, segue que existe ó > O tal 
que 


e y(1) € B para todo tem / (a existência de uma tal curva é garantida pelo 


t€ | — 8, ta + 8[= y (p € B O V. 


Assim, para todo г € ]0 — ó, 10 + ó[ tem-se 


f Cy (0) = f Cy (to). 
Logo, 10 é ponto de máximo local de F (1) = f (y (À) e dai F' (10) = 0, ou seja, 
O V f (y (00) y” (tp) = 0. 
Por outro lado, de y (1) € B para todo г € / segue que 
8(7(0)-067()(0)-0, 
para todo t em /; daí 


Ф Үе (y (£9) ° y” (tp) = 0 e Vh (y (£9) * y' (tp) = 0. 


De (1) e 2 tendo em vista que 
c 


— 
Y (tp) + 0 e Vg (y (t9) AV h (y (tp) = 0 


, resulta que existem reais 21 e 22 tais que 
146) (to) = Ау Ve (y (10) + А Vh(y (t9)). 


уз 
vf 


h(x, y, 2) = 0 


EXEMPLO 6. Determine os pontos mais afastados da origem e cujas 


coordenadas estão sujeitas às restrições х2 + 4у2 + 22= 4ех+у+== 1. 
Solução 

Trata-se de determinar os pontos que maximizam a função f(x, y, z) = x2 + 
y2 + 22 (f (x, y, z) é o quadrado da distância de (x, y, z) a (0, 0, 0)) com as 
restrições g (x, y, z) = 0 e h (x, y, z) = 0, onde g (x, y,23=x+y+z-=1leh(x, у, 
z) = x2 + 4у2 + 22 - 4. Temos: 


22 
i 


Ур (х, у, 2) AVh(x у, 2) = |1 


(verifique). Estamos indicando por В o conjunto f(x, у, z) | x +y +z= 1ех2 + 
4у2 + 22 = 4). Observe que В é compacto. Os candidatos а extremantes locais 
são os (x, у, 2) que tornam compatível o sistema 


Vf G, y, 2) = AVg (x, y, 2) + u Vh (x, y, Z 


8 (x, y, z) = 0 

h (x, y, z) = 0. 
2x = À + 2ux 2х(1-ш=л OD 
2y = À + 8uy 2y (1 — 8u) = © 
2z = À + 2uz o 22(1-и)-3 O 
xy = =] xtytz-] Ф 
x +4у + =4 X + 4y + 24 


"OQ 


2x (1 — u) = 2z (1 - и). 


Para и A 1, x = z. Substituindo em (4) e (5) 


2x + у= 1 у= 1-2х 
2x +4у = 4 i x +29 = 2. 


2 2 2 8 
X +2(1—2x) = 26 9x — 8x=065x=00ux= 


Temos, então os candidatos: ( 0. ] 4 0) е — w _ | 


» 9 9 


Para и = 1, teremos å = 0. Segue de (2) que у = 0; substituindo em (4) e 
x+z=1 
9 ? 
x +z“ = 4 


x;-ü-x!5-4e20-2y-3-0ex- 


Segue 


1-8 ут. 0, 1—-/7 : 1-47 o 1+ 47 
2 2 2 2 


são outros candidatos a extremantes. Como f é continua e B compacto, basta 
comparar os valores de fnos pontos encontrados: 


8 7 8|) 171 
оло =1.1(5,-2,8) 1 
3 die 2 a) gi 
1-47 |, 1-47 1447 |, 1—47 
‚0, 4= ‚0, 
| 2 2 Ё АЗ, 2 | 


Conclusão. 


1— et 0, 1 + 47 ë 1+ 47 ‚ 0, 1- 47 
9 Э 2 


La - = = 


são os pontos mais afastados da origem. Рог outro lado, (0, 1, 0) é o mais 
próximo da origem. 
m 


Exercicios 16.5 


1. Estude com relação a máximos e mínimos a função dada com as 
restrições dadas. 


а) f(x, y)=3x+yex2+2y2=1 
b) f(x, y) = 3x + ye x2 + 22 <1 

c) f(x, y)=x2+2y2e 3x+y=1 
d)f(x,y)=x2+4y2exy=1,x>0ey>0 
e) f(x, y) = xy e x2 + 4y2 = 8 

f /(х,у)=х2+2ху+у2ех+2у-1=0 
g) f(x,y)=x2—2xy+y2ex2+y2=1 
h) f(x, y) = x2 — 2y2 e x2 + y2- 2x = 0 

D f(x y)=x3+y3-3x-3yex+2y=3 
j) f(x, у) = х2— 2xy + 3y2 e x2 + 2y2= 1 


2. Determine a curva de nível de f (x, y) = x2 + 16y2 que seja tangente à 
curva xy = 1, x > 0e y > 0. Qual o ponto de tangéncia? 


3. Determine o ponto da reta x + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja 
máximo. 


4. Determine o ponto da parábola y = x2 mais próximo de (14, 1). 


5. Determine o ponto do elipsoide х2 + 4y2 + 22 = 1 que maximiza a soma x 
+2y + z. 


6. Determine a superfície de nível da função f(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 que 
seja tangente ao plano x + 2y + 32 = 4. Qual ponto de tangéncia? 


Ache o valor máximo e o valor mínimo da função f(x, y, 2) = х + 2y +z 
com a restrição x2 + 2y2 + 22 = 4. 


Determine o ponto do plano x + 2y — 3z = 4 mais próximo da origem. 


Determine o ponto da reta 


х+2у +4 = 1 
2x +у+; = 


que se encontra mais próximo da origem. 


. Maximize f(x, y, z) = x + 2y + 3z sujeita ás restrições x2 + y2 +22 = 4e x 
+y+z=1. 


. Encontre os pontos da elipse x2 + xy + y2 = 3 (de centro na origem) mais 
próximos e os mais afastados da origem. Desenhe a elipse. 


. Encontre o ponto da curva x2 — 2xy + y2 — 2x — 2y + 1 = 0 mais próximo 
da origem. 


. Encontre os pontos da curva x2 — 6xy — 7y2 + 80 = 0 mais próximos da 
origem. Desenhe a curva. 


. Determine o ponto da superfície xyz = 1, х > 0 e y > 0 que se encontra 
mais próximo da origem. 


. Pede-se determinar três números positivos cuja soma seja 36 e cujo 
produto seja máximo. 


. Determine, entre os triángulos de mesmo perímetro, o de área máxima. 
(Sugestáo: ) Utilize a fórmula 
А = Jp(p—-a)(p—b)(p—c) = 
fornece a área do triângulo em função dos lados a, b e c, onde p é o 
semiperímetro.) 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


3 


C 
Verifique que | —— é o valor máximo de xyz, x > 0, y > 0 e z > 0, 
com a restriçãox + y + z= c (c > 0). Conclua que a média geométrica de 


trës números со НО) é sempre menor ou igual à média aritmética destes 
números. 


. Determine, entre os paralelepípedos-retângulos de mesmo volume, o de 


área máxima. 


Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com 1 m3 de volume e com a 
forma de um paralelepípedo-retângulo. O material a ser utilizado na 
confecgáo do fundo custa o dobro do que será utilizado nas laterais. 
Determinar as dimensões da caixa que minimiza o custo do material. 


Deseja-se construir um paralelepípedo-retângulo com área total 100 cm2. 
Determine as dimensões para o volume ser máximo. 


Determine o paralelepipedo-retângulo de volume máximo, com arestas 
paralelas aos eixos, inscrito no elipsoide 


Determine o paralelepípedo-retángulo de volume máximo, com três de 
suas faces nos planos coordenados, contido no tetraedro ((x, y, z) € B | 
x+2y+32<12,x>0,y>0ez>0). 

Atemperatura Tem qualquer ponto (x, y, z) do espago é dada por T= 100 


x2yz. Determine a temperatura máxima sobre a esfera x2 + y2 + z2 < 4. 
Qual a temperatura mínima? 


Determi ine o plano tangente à superficie 
y2 Э 
r^ T z^ 


aei 
4 9 16 


forma com os planos coordenados tetraedro de volume mínimo. 


= ]*>0>0e2> 0, que 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Determine Р na elipse х2 + 2у2 = 6 e О na reta x + у = 4 de modo que a 
distância de Р а О seja a menor possível. 


Considere a forma quadrática O (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 onde a, b, c são 
constantes não simultaneamente nulas. Seja g (x, y) = x2 + y2 — 1. 
Suponha que (х0, у0, 20) seja solução do sistema 


VO (x, y) = À Vg (x, y) 
9 9 
х + y — 1. 
Prove que O (x0, y0) = 40. 


(Sugestão: Como Q é homogênea de grau 2, utilize a relação de Euler. Veja 
Exercício 26 da Seção 12.1.) 


Sejam O (x, у) e g (x, у) como no exercício anterior. Suponha que os 
multiplicadores de Lagrange associados ao problema 


VO (x,y) = À Vg (x, y) 
Э É, 
хед], 


sejam estritamente positivos. Prove que О (x, y) > 0, para todo (х, y) # (0, 
0). 
(Sugestão: Utilize o Exercício 26.) 


Prove que os multiplicadores de Lagrange associados ao problema do 
exercício anterior são as raízes da equação 


a-A b 
b c=A 


Sejam О (x, y) e g (x, у) como no Exercício 26. Sejam 41 e 22, 41 <22, as 
raízes da equagáo 


= (). 


а-А b 
b c=A 


Prove que 21 e 22 são, respectivamente, os valores mínimo e máximo de O 
sobre a circunferência x2 + y2= 1. 


= 0). 


16.6. EXEMPLOS COMPLEMENTARES 


EXEMPLO 1. Seja f(x, y) de classe C2 num aberto 4 do Re Suponha que (xp, 


y0) € A seja um ponto crítico de f. Prove que uma condição necessária para (х0, 
y0) ser um ponto de mínimo local de fé que 


: 22/ 
a » (xg. Yo) hk + —- pvo 


para todo (A, k). 


22 f 


(ху Yo) А + — (xo Yo) 2»0 


Solução 


Sej id sa funcá 
eja v — (A, k) + (0, 0) consideremos a funcao 
g- (t) = f (xg + ht, yg + kt). 

2? 


Suponhamos que (x0, y0) seja ponto de mínimo local de f; então t = 0 será ponto 

de mínimo local de 8- e, portanto, deveremos ter necessariamente £- (0) > 
v v 

0. Como 


2 Dos БУР" 
2 "f 


of д д^ 
g2(0) = +2 (Xp. Yo) hk + 
Y Әх? ду 0° +0. ду 


(Xo. Yo) т > Ho Yo) га 


K “(ay + th, yo + tb 
(Xo. yo) 


(verifique) resulta que 


2 2 
97 OL Ё Pu (o у) É > 


S (xo yo) n + 2 


para todo (л, k), ё uma condição necessária para (x0, y0) ser ponto de mínimo 
local de f. 
ч 


Observação. Note que 8 v fornece os valores que f assume sobre o trecho da 
, 


reta (x, y) = (x0, y0) + t (A, k) contido em Df. 
EXEMPLO 2. Considere a forma quadrática 
О (h, k) = ah2 + 2bhk + ck2 


onde a, b e с são constantes. Suponha a #0. Verifique que 


a b 


" 
um é 
О (А, k) 2a ka LU ASMA 
a a 


Solução 


2 2 2 
-aji + 29 hk + — k? E ppt e 
a a? a? 
by -p 
= a|(1+ | не e| 
a a? 
ou seja, 
„ | 5 
P b 
O e [A+ k pE dp - 
a a 


EXEMPLO 3. Considere a forma quadrática 
O (h, k) = ah2 + 2bhk + ck2. 


Prove: 


ja 


G) sea Oel, 


Р 0, então 0 (h, k) > 0, para todo (h, k) + (0, 0). 
(ii) sel in 0, então existem (hi, Кү) e (h>, kz) tais que O (Л. Кү) < 0 e O (h>, К) > 0. 
Solução 


Pelo Exemplo 2, sendo a £0, 


a b 
b É 


- 


Q(h k) га яа + 
a a 


12 


(1) imediata. 
(ii) se a = 0, teremos necessariamente b #0; neste caso, existe tal que O (a, 1) 
e Q (a, — 1) terão sinais contrários. (Verifique.) Se a Z 0, Q (1, 0) e O 


b 


— — 1 terão sinais contrários 
E] 


b 
Oli безше s ed asc 311, 
a a 


EXEMPLO 4. Seja f (x, y) de classe C2 num aberto 4 do Re e seja (xy, Yo) € 


A um ponto crítico de f. Prove que se 


2 2 
2 f (хо. Yo) ши (хо. Yo) 
но wm =| 2 ox ду 

(Xo. Y9) =| 55 > <0 
21 (хо. Yo) ы (Хо, Yo) 
дх ду | ду? ` 


então (x0, y0) não é extremante local de f: 


Solução 


Seja 


— 
83º (f) =f (xg + ht, yg t kr) (v. = (h, K). 


Pela regra da cadeia, 


2 2 2 
L (хо. yo)h? +2 — (xo. yo) hk + — (xo. yo) к2. 


Pelo Exemplo 3 (ii) 


8.00) = 


(а= P (xo. yo) b = AA (хо, yp) ёс E (xo, 222 


> 
ñ = (hy, Кр) e v = (ho, ko) 


g> (00€ 0 e g- (0) > 0. 
vi Va 


Assim, t= 0 é ponto de máximo local de 8 (1), ponto de mínimo local de 
› 
1 


xi (t) Logo, (x , у ) nào é extremante local de f: 
И 00 


(Хо + һи, Уо + Ки) 


Seja (x0, y0) € Df um ponto crítico de f: Dizemos que (x0, y0) é ponto de 
sela de fse em toda bola aberta de centro (x0, y0) existirem pontos (x1, y1) e (x2, 
y2) com /(х1,у1) < f(x0, y0) e f(x2, y2) > f(x0, y0). 

Seja f(x, y) de classe C2 num aberto 4 de Re e seja Coro) € А um ponto 
crítico de f. Segue do Exemplo 4 que se H (x0, y0) < 0, então (x0, y0) será ponto 
de sela de f (verifique). 


EXEMPLO 5. Sejam f (x, y) de classe C2 e (x0, y0) um ponto interior de Df. 
Suponha que (x0, y0) seja ponto crítico de f: Prove: 


— (X9. yo) > Ое H (хо. y) > 0 
д2 


então (х0, у0) será ponto de mínimo local de /: 
b) Se 


P os yo) < Ое H (x. y) > O 


então (x0, y0) será ponto de máximo local de /: 


Solução 


a) Da hipótese e da continuidade das funções 


2 
: Ly 27 
DE сн емш ©. 23 
a eye (x, y) = 92 f 21 


(x. y) 


ааст 


segue, pelo teorema da conservação do sinal, que existe uma bola aberta В de 
centro (x0, y0) (podemos supor B C Df, pois (x0, y0) é ponto interior de Df) tal 
que, para todo (х, y) em B, 


(x, у) 


3 


- 


——À (x, y) > 0 e H (x, y) > 0. 


dx* 


Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange (veja teorema da Segáo 15.4), 
para todo (h, k), com E + А, Уу + К) Є В, existe [x A. y. y) interno ao 


segmento de extremidades (x0, y0) e (x0 + h, y0 + k) tal que 


2 Pf х. V) hk 
2% E (х, y)h 


(х, уул2 + 


ОЗУ урд 
ES 252 (х, У) К | 


Доу + h, уу +0 fayo) = 1 = 


ES -se de que 4 (хо. уо) = 0 = 4 (Xo. Yo). pois (xo, yo) é ponto crítico de s| 
ox dy 


Como (Y, y) Є B, 


Sf» ay 
2f (хуул 0 e H(x, y)= dx” дх ду >0 
Фк gf a ЭД к= 

(x, y) z (Xx, y) 

дхду 2 


tendo em vista o Exemplo 3, para todo (A, k) #(0, 0), com (x0 + h, y0 + k) € B, 

Гохо + h, y0 + k) — f (x0, у0) > 0, 
ou seja, 

JG, у) > /(х0, y0) 

para todo (x, y) em B, com (x, y) Z (x0, у0). Portanto (x0, у0) é ponto de mínimo 
local de f. 
b) Fica a seu cargo. [Basta verificar que (x0, y0) é ponto de mínimo local de g (x, 
y) = foo y] 


EXEMPLO 6. Sejam a, $, y, д, E? nümeros reais dados. Considere a forma 
quadrática 


О (r, 5, 0) = ar + ps? + у? + 2515 + 2ert + 2 est. 


Supondo a # 0, verifique que 


a pt 8 € 
Р b 8 Ё e 1 lo B e 
=> ô 
OG ossa Ss Ss * B s+ A, qe Ф У 2. 
а а а а 8 а 8 
8 ó p 


Solução 


Assim, 


Supondo 


O(s, f) 


о ° 
mo 


Como, 


2 a б € 
a |а € а є . 
— -а|6 В q|(verifique) 
ó Blle y 8 Ф 
€ 9 Y 
resulta 
3 а ó € 
ls 8 E el Y |8 Be 
- 8 LE ô p 8 o € 9 Ү| 2 
omsn=a(r+%s+£:) + E + FE * 23 tz. 
ô B ó B 


EXEMPLO 7. Considere a forma quadrática 
2 2 2 
Q (r, s, t) = ar^ + Bs + уг + 2015 + 2ert + 2051. 
Verifique: 


a б € 8 
а)5е18 Be > |> 0° «> беп 


€ 9 Y 
O (r; s, f) > 0, para todo (r; s, f) 4(0, 0, 0). 
a б € 
a 8б 
b)Se |ô B q «o | Oea < Oeno 
€ Ф y 


О (r; s, D < 0, para todo (7; s, £) + (0, 0, 0). 


age ô < 0 e а Эн (). então existem (ғ, з t)e(r, 
ó p 


111 2 
52, 2) tais que O (r1, s1, П) < 0 e Q (72, s2, 2) > 0. 


Solução 


a) e b) são consequências imediatas do Exemplo 6. 


с) 


д 
EA 


Q(1,0,0) = аео 2.40 
G a 


д 


; assim, O (1, 0, 0) e Q — — 1 0 têm sinais contrários. 
Я , , 
G 


[Sugerimos ao leitor determinar outras situações que levam à existência de (71, 
51, tl) e (r2, s2, 2) com O (rl, sl, 1) < 0 e O (72, 52, 2) > 0.] 
m 


Deixamos a cargo do leitor a demonstração do resultado que aparece no 
Exercício 15 da Seção 16.3. 


(Sugestão: Proceda como no Exemplo 5.) 
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MÍNIMOS QUADRADOS: SOLUÇÃO LSQ DE UM SISTEMA LINEAR, 
APLICAÇÕES AO AJUSTE DE CURVAS 


17.1. TEOREMA DE PITÁGORAS 


Teorema de Pitágoras. Sejam А, В e С três pontos do R- e 


consideremos os vetores 


э -» - 
a =B—C, b =C—Ae c =B-A 


. Suponhamos que os vetores sejam ortogonais, isto é, que 


B ec 
o produto escalar i EL 


› c = 


0 . Nessas condições, tem- 


se 


>, >, — 4 
lal =l bl +I cl. 


De fato, observando que e, para todo 


> > 
а= c— b 

9 "E ed e lembrando, ainda, das 
у, Пу = y + y 


propriedades do produto escalar, vem 


>. > > > > > > > > » » » » 
ale = a + a s(t bj (e — by)y= € = c — 25 s c + b- b. 
E, portanto, tem-se a relaçào de Pitágoras 
> > > 
2 > 9 
ТаЇ = Il b ll + Il c 11. H 


Uma consequéncia importante do teorema de Pitágoras e que será utilizada 
logo é a seguinte: 


Sejam 4, B dois pontos do B: e seja 2 o conjunto, contendo 4, de todos os 


pontos C de R tais que C — A seja ortogonal а B — A. Nestas condições, 


para todo C em Q, 
18-41:518-01 


ou seja, para todo Cem О, a distância de Ва А é menor ou igual à distância 
de B a C. 


De fato, pelo teorema de Pitágoras, 
lB- С||2= || B- 4A ||2 + || C- 4 |12. 


Como || C— A ||2 > 0, resulta || B — C ||2 >|| B А ||2 e, portanto, 
1В8-А1518-01. m 


Observação. Lembre-se de que, sendo X e Y dois pontos do n, a distância de X 


a Yé || Х— Y ||. Assim, se О for uma reta ou um plano em 3 (ou no R» 


então ||B — A|| será a distância de B a Q. 


17.2. SOLUÇÃO LSQ DE UM SISTEMA LINEAR COM UMA INCÓGNITA 


Vamos começar considerando um sistema linear S, no plano, com uma 
incógnita. 


3 [аі = b 
4 lat = b. 


Esse sistema, no sentido habitual, poderá ter solução ou não. Terá solução se o 
ponto B = (b1, b2) pertencer à reta r, dada, em forma paramétrica, por 


at 
aot. 


- 
— 
> 
| 


— 
. 
— 
= 
| 


Se o ponto B = (b1, b2) não pertencer à reta r, o sistema S não admitirá solução, 
no sentido habitual, mas admitirá solução LSO ou solução dos mínimos quadrados. 


Definição (de solução LSO). Dizemos que t0 é uma solução LSO ou solução 


dos mínimos quadrados do sistema linear S se t — 10 tornar mínima a distância 
do ponto В = (bl, 52) ao ponto X= (allt, a211), t real. 


Consideremos os pontos 4 = (4110, a2110), В = (bl, b2) e X = (allt, a211). 
Pensando geometricamente, 10 será uma solução LSO do sistema linear 5 se o 
vetor B — A for ortogonal à reta r ou, de forma equivalente, se B — A for 
ortogonal ao vetor X— 4, ou seja, se 


(8-А)(Х-А)0. 


De fato, se para t = 10 o vetor B — A for ortogonal a X — A, pelo que vimos na 
seção anterior, teremos, para todo f, 


18-41518-Х| 
e, portanto, А é o ponto da reta r que se encontra mais próximo de В. 


Observe: se г = 10 for solução do sistema S no sentido habitual, será, também, 
solução no sentido LSO. Você concorda? 


Vejamos como achar rapidamente a solução LSO do sistema S. Primeiro 
devemos escrever o sistema 5 em forma vetorial. A seguir, em vez de 


representar um vetor em linha, vamos representá-lo em coluna, usando 
colchetes. Façamos 


—» 


Assim, o sistema S poderá ser reescrito na forma 
> > 
S:[tm = b. 


— 


— 
Como X — A é paralelo a ур pois y é o vetor diretor da reta r, 


n > » : 
deveremos ter então b ortogonal a ou seja, 


— to VI Ур 
E > > 
(b — tp): € =0. 
Tendo em vista a distributividade do produto escalar em relação à adição, resulta 


ә > > — 
fo V| . V| = b . V| 


e, portanto, 


Nada muda se $ for um sistema linear com uma incógnita no B Vamos 


resumir o que fizemos anteriormente supondo Š no R- 


Solução LSQ de um sistema linear, com uma incógnita, no р“ 


Seja 5 о sistema linear 
at = a11 


S: aıt 421 


аі = anl 


A solução 150 de S é a raiz da equação 


— ә > 
(b —- tv): уу = 0 


e, portanto, 


Outro modo de se determinar a solução LSO do sistema linear S é usando o 
cálculo: determina-se t que torna mínimo o quadrado da distância do ponto B = 
(bl, 52, ..., bn) ao ponto X = (allt, a2lt, ..., апі). Indicando por W o quadrado 
da distância de Ba X, temos: 


Derivando, obtemos 


aw n n n 
“dr = у 2 (by = tap) Сац) = 2 >; гарцад = 2 a Брад 
k=1 k=1 k=1 * 
Igualando a zero lembrando que 
n 


X tak 0x1 = t y Aj] A p] resulta 
k=1 


n 
> bak] ыг a 
pa kml EM £L 
я T> ә: 
у 


Como o gráfico de W = W (f) é uma parábola com concavidade voltada para 
cima (de acordo?), segue que o valor de t acima torna mínimo o valor de W. 


EXEMPLO. Determine a solução LSO do sistema 


Solução 


Aqui, 


= 
| 
N= w 
o 
> 
| 
-J 00 tA 


Conclusáo: x — é a solução LSQ do sistema dado. (Observe que esse 


14 


sistema não admite solução no sentido habitual. Observe, ainda, que, para t = 


— a distância do ponto В = (5, 8, 7) ao ponto (3t, t, 21) é exatamente a 


distância de В à reta dada, em forma paramétrica, por x = 31, y = te z = 2t.) 
ч 


ATENÇÃO: Ма HP-48G, a solução fornecida pelo aplicativo SOLVE LINEAR 
SYSTEM é uma solução LSQ. No Apêndice 2, mostramos como trabalhar nesse 


aplicativo. 


Exercícios 17.2 


1. Determine a solução LSQ do sistema dado. 


a) b) 
x = 3 
2х = 5 
3x = 1 
А x = 4 
е 4х = 1 
b -3 : 
2. Seja o ponto P = (2,1,3) e considere a reta г dada em forma paramétrica 
por 
х = 3t 
r: тул 
2-2 


Determine o ponto de r que se encontra mais próximo de Р. 
3. Seja o ponto P = (1,1,1) e considere a reta r dada em forma paramétrica 


por 


x=t41 
risv=2 
t+ 2 


1 
! 


Determine o ponto de r que se encontra mais próximo ас P. 


17.3. SOLUÇÃO LSQ DE UM SISTEMA LINEAR COM DUAS OU MAIS 
INCOGNITAS 


Inicialmente, vamos considerar um sistema com duas incógnitas. Seja, então, 
So sistema linear 


ах + ар Уг 8, 
ç. 1221 + an y = b 


.. 


ап X + ал y = b, 


Definição (de solução LSQ). Dizemos que (х0, у0) é uma solução LSQ de 5 
se (x, y) = (х0, y0) tornar mínima a distância do ponto 
aj x + aj y 


da) X t d») y 
aoponto X — 


Ani X + an2 y 


Fazendo 
411 Хо + 412 Уб 
421 Хо + a» y 
A = |221 X0 + a22 yo 


Gp] ХО + аһ? Уо 


supondo que o vetor B — 4 seja ortogonal a X — А e procedendo como na seção 
anterior, resulta, para todo (x, у), 


18-41518-Х1, 


Façamos 


b а an 
= “bo Э „Каз > la» 
= , W = е у= 


5, Ani an2 


Observando que 


—+ = 
Х-А = (х- Xp) Y + (y — yo) Y2 


> : 
segue, se В — А for ortogonal a ea , Ou seja, se 


Vp У? 
— 
(8-А): у =0 
— 
(B— A): vo = 0 


então B — A será, também, ortogonal а X - А. Como 


A — Xo V| -- yo yo tn acima poderá ser reescrito 
na forma 
> —> =$ EN 
(B = XQ V| — Ур v2) “уу = 0 
— — =š $ 
(b — Xo MI — yo vo ) ° v2 = 0 


que é equivalente а 


> > > > > 
хоу * vi tyon v = b ° Y| 


>> >>> 
Xo V| * V2 + y9V2* Və = b evo 


- - = 


Resumindo: 


Solução LSO de um sistema linear, com duas incógnitas, no R- Seja S 


o sistema linear 


ах + ауу = b| а 431 
a X + ao у = b = al _ |an 


M 


ay X + ат у= by am an 
A(s) solução(ões) LSO de S é(são) a(s) solução(ões) do sistema auxiliar 
> > >> 
МУТ у У у 
> ә > > 
Y ° V2 X + v2 ° ny 


SA: 


ATENÇÃO: Prova-se em Álgebra Linear que o sistema SA é sempre 
compatível, no sentido habitual. Será compatível determinado, ou seja, admitirá 


uma única solução, se forem linearmente independentes. Será 


e 
Vi Vo 
— 
compatível indeterminado, ou seja, admitirá uma infinidade de soluções, se , , 
Vl 

Ч , 
Vo 


ЕЕЕ 


forem linearmente dependentes. 


MODO PRÁTICO PARA SE OBTER 54 


Primeiro escreve-se 5 na forma vetorial: 
+ => — 
S: {xv +уу = b. 


Em seguida, multiplicam-se escalarmente os dois membros por е, 


depois, por y , para obter 


5 
> ә > > > > 

sa: 1 XW ч + уу ° V| = b : v| 
'] > > > > 229 


Outro modo de se obter a solução LSO do sistema linear S é determinar, por 
meio do cálculo, o ponto que minimiza o quadrado da distância de B a X. 
Chamando de W o quadrado dessa distância, temos: 


n 
| | Э 
W = (арх + ару — Бр”. 
k=1 


A(s) solução(ões) LSO de S será(ão) então a(s) solução(ões) do sistema 


De 

ow _ < ow E 

— = 2(axtapy— b ар e — = 2 (ak x + ару — by) a, 

Эх kl (2 k “kl 25 > kl ko. (12577: 
k=1 ° k=1 

resulta 


n 


n 
x р» ag, + y y алар = y Бад 


к= 1 к= 1 k =l 


n n n 
x y адар + y аў, = Ў. bag? 
k=1 k=1 к= 
que nada mais é do que o nosso 84 acima. 


EXEMPLO 1. Resolva, no sentido LSO, o sistema 
x+2y=3 
3x— у=] 
х- у= 2 
х + Зу = 1. 


Solução 


Aqui 
1 2 3 
E4 3 c» -— ү 1 
уу = » V2 е . 
[Cup 71-24 2 
1 3 1 
Temos: 
> > > > > > > > > > 
Урлурж12, Уул W = l, b : ур =9, vl -v = l. və -v = 15е b : və = 6. 


— 
bo 
= 
ati 
ч 
| 


SA : 


сија solução é Y = —ə— e y = 


Conclusão: Х = —— Ж— é, então, a solução 


179 | 179 
150 do sistema dado. 


Observação: Observe que, no sentido habitual, o sistema do exemplo acima não 
admite solução. 


EXEMPLO 2. Considere no RB: o conjunto 


Ф = ((u,v,w, z) | u = x + 2y, v = 3x — y, w = x — y,z = x + Зу, x e y reais}. 


Determine o ponto de Ф que está mais próximo de В = (3, 1,2, 1). 
Solução 


O ponto (u, v, w, z) de Ф que está mais próximo de В é aquele obtido com (x, 
у) solução 180 de 


x+2y=3 
3х-у=]1 
x—y=2 


x+3y=1 


que nada mais é que o sistema do exemplo anterior. Como vimos, a solução LSO 


- - 
desse sistema x = е = O ponto de Ф mais 


I 179 ` 179 
ESFERA 
179° 179° 179 ` 179) 
x+ 2y=2 
$:42x + 4y =1 
Зх + бу = 1. 


Solução 


Temos 


=? m4 logo =? 

y) 22V VI e Y 
dependentes. O sistema admitirá infinitas soluções LSO. De fato, 
14x + 28у = 7 
28x + 56y = 14 


Observe que são linearmente 


SA : 


que é equivalente a 


2х + 4y=1 
2x + 4y=1. 


Conclusão: As soluções LSO do sistema dado são todos os pares (x, y) tais que 2x 
+ 4y = 1. (Vejamos outro modo de resolver o problema acima. Colocando o 
sistema S em forma vetorial, temos 


SA : 


Tendo em vista que resulta: 


5 : | (x T 2y) V| — - Fazendo í = x + 2y, obtemos 


o sistema, com uma incógnita, 


Então, as soluções LSO de S são todos os pares (x, y) tais que x + 2y = — ou 
2 
seja, tais que 2x + 4у = 1.) 

Para finalizar a seção, observamos que o procedimento para se resolver um 
sistema, no sentido LSO, com mais de duas incógnitas é análogo ao procedimento 
para duas variáveis. Consideremos, por exemplo, o sistema linear com três 
incógnitas 


ах+аруу+аз = bi 
s. Ј921Х + an y + a23 z = ba 


... 


anl X T an2 Y И? аһ: = 


| 
S 


Em forma vetorial, o sistema acima se escreve 


> > > ә 
S:(xV1 + yv) +23 


O sistema auxiliar SA será, entáo, 


II 
> 


-= = -— — = ==} 
X V| ° V| + yv ° VI + ZV3* YM = 


SA 4X v| E v) + УУ? . v2 + ZV3 . v2 = 


> > > > > ә 


Е 
р 
> > >> > > 
b 
— 
XV] *V3 + yv2* Va + 273 va b 


A mesma observação é válida para o sistema 54. Tal sistema será sempre 
compatível, no sentido habitual: admitirá uma única solução se 


Е 


5 : forem linearmente independentes; caso contrário, 
VI, V2 € уз 


admitirá uma infinidade de soluções. 


Exercicios 17.3 


1. Resolva, no sentido LSQ, o sistema linear dado. A solução encontrada é 
solução no sentido habitual? 


x+y=2 


2. Considere o plano dado em forma paramétrica por 
x = 2и + v 
шолу V 


Z= и + v. 


Seja B = (3, 0, 1). Determine o ponto do plano a que se encontra mais 
próximo de B. Quala distância de B a a? 

3. Seja a o plano do exemplo anterior. Uma partícula desloca-se sobre a, е 
sabe-se que no instante / a posição da partícula é dada, em forma 


paramétrica, por: x = t, y = 2te z= z (D. 

a) Determine z (0. 

b) Determine o instante em que a partícula se encontra mais próxima do 
ponto (1,0,2). 


17.4. AJUSTE DE CURVA: A RETA DOS MÍNIMOS Q UADRADOS 


Consideremos a tabela 


хп уп 


Sabemos que por dois pontos distintos sempre passa uma reta. Por mais de 
dois pontos, só com muita sorte! Mas, de qualquer forma, vamos proceder como 
se houvesse uma reta passando por todos os pontos da tabela. Seja 


^ 


у=тх+4 


^ 
a reta que estamos interessados em determinar. A notação y que é usual em 


^ 
estatística, indica que o valor ү correspondente ao valor de х é apenas uma 


estimativa para o verdadeiro valor de y. Para que tal reta passe por todos os 
pontos, devemos ter 


mx + q = у 
тх + q = У» 


... 


m x, + q = Ур. 


^ 
Definição (de reta dos mínimos quadrados). Dizemos que ү mx +qéa 


reta dos mínimos quadrados para os dados da tabela acima se (m, q) for a 
solução LSQ do sistema 5. 


^ 
Se os pontos da tabela forem colineares, então a reta yx + q passará por 


todos os pontos (xi, yi), i = 1, 2, ..., п. Mas, de modo geral, isso não ocorrerá. 


^ ^ 
Assim, em geral, o valor үз, ñ. pm A. 4- , será apenas 
Yi» Yi = тх; + q 
uma estimativa para o valor yi da tabela (é comum referir-se a esse yi como 
^ 
valor observado). Desse modo, quando usamos Y; para estimar y , estamos 
1 


cometendo um erro Ei: 


di — ),) — Y = па — | = y] 
E; = y; — у; = mx; + q — y; i = 1,2, ..., n. 


Segue que a soma W dos quadrados dos erros é 


n n 
W = Ў. Е2 = Ў, (mx; + q — уу. 
i=1 l 


1= 
^ 
Como m e q da reta dos mínimos quadrados v = mx + q é a solução LSO do 


sistema S, resulta que tal reta é determinada de modo que a soma dos quadrados 
dos erros seja mínima. 


yà 


у= тх +q 


Areta dos mínimos quadrados é a reta que minimiza a soma dos quadrados dos 


erros 


EXEMPLO. Considere a tabela 


a) Construa o diagrama de dispersão. 


b) Determine a reta dos mínimos quadrados. 


c) Uti 


=8. 


d) Ca 


izando a reta dos mínimos quadrados, estime os valores de y para x = 5 e x 


сше as médias aritméticas x e Y dos х; e dos у, respectivamente. 


e) Verifique que a reta dos mínimos quadrados passa pelo ponto Í Ж. ү ) 


7 са 


8) са 


— 7 
l у ) 
сше a soma dos Quadrados f у; — v ) 


сше a soma dos quadrados | y 


3 


Л) Са 


сше a soma dos quadrados dos erros Ei. 


i) Verifique que 


5 


: 5 
У 0-»= Y (й- »* + Y oi- ў). 


i=l 1= 1 i=1 
(Está parecendo teorema de Pitágoras, não? Veremos mais adiante que isso 
ocorre sempre!) 


^ 
n Justifique a afirmação: “É razoável esperar que os үү concentrem mais 


"1 


em torno de y do que os y .” 
i 


k) Calcule o coeficiente de determinaçao 
2 


t 


2) T 
R^ d - (Observe que 0<R <1. 


Observe ainda que, quanto mais próximo de 1 estiver o R2, melhor deverá ser 
o ajuste da reta dos mínimos quadrados aos pontos da tabela. De acordo?) 


Solução 


a) O diagrama de dispersão é a representação gráfica dos pontos da tabela. 


4 


154 
124 . 
9 
е 
64 ° 
. 
. 
34 
04 - - - ' - - - 
0 2 4 6 8 10 12 


^ 
b) Seja у- mx + q a reta procurada. Temos 


2т+ q = 5 
4m+q=4 
S:46m+q=8 
8m+q=6 
10m + q = 12. 


Em forma vetorial, temos 


> > ә 
$:{туу + ду = b 


2 1 

41.5 1 > 
w = |6 | ъ= || e b 

8 1 

10 1 


O sistema auxiliar é 
— — > > 
mv уу + ДУ? : у] = 


>> >> 
mv] v + ДУ) · У) = 


e, portanto, 


SA : 
4 


Resolvendo, obtém-se m am č e q — 


- 


220т + 30q = 
30m + 59 =35 ` 


242 


2 
5 


” 
Conclusão: A reta dos mínimos quadrados é y = 0,8х + 2,2. 


4 


154 


o 


” 


^ 
с) Para x = 5, үгт 62; para x = 8, p=8,6. 


d) S a 


= i=l 2+4+6+8+10 - 


х= = =6e y = 


- 21-18 
- Assim, y = бе y =7. 


5 


_5+4+8+6+12 _ 


e) = 08 22: para x = 6, tem-se y Logo, a reta POr + 22 passa 


pelo ponto (| X. y y)- (6, 7). Então, a reta dos mínimos quadrados pode ser 


colocada na forma У- 7= 0,8 (х – 6). 


Para resolver os próximos itens, vamos precisar da seguinte tabela. 


5 
A У G;- у= (5 - 7) +4 7)2 +(8— T? + (6 — T? + (12 — 7? = 40. 


i=l 


2) $ Gi - y) = (3,8 - 7) + (5,4 — 7)2 +(1- 7)2 + (8,6 — 7? + (10,2 — 77. 
i=1 
5 
= Y ($ у) = 25,6 
i=] 


[=] 


i) Pelos dados acima, 


7) É razoável, pois da relação acima resulta que a soma dos quadrados dos 
E жы. 
desvios Y — y é menor ou igual à soma dos quadrados dos desvios 


^ 
Y: — y e, assim, é de se esperar que os ү; estejam mais 
Jl . 21 


concentrados em torno da média у = 7 do que 08 y; OK? 


k) 


> 
t 
| 
II 
II 


. Assim, o coeficiente de determinação é R2 = 0,64. 


(Pelo coeficiente de determinação, o ajuste pela reta dos mínimos quadrados 


não é lá essas coisas. Concorda?) 


Para encerrar a seção, vamos explicitar as fórmulas para calcular m e q. 


Para isso, consideremos a tabela do início da seção. 


Os coeficientes m e q da reta dos mínimos quadrados 


^ 


y =mx +q 


sào dados por 


n п 


У хк» —пху (xk — x) — У) 
_ k= _ k= 
m 
n n 
D ME Т>. = 12 
Ух nx (Xk x) 
k= k= 
e 


q = -mx + y 


onde үе y são as médias aritméticas 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar uma propriedade muito importante 
da reta dos mínimos quadrados. 
Propriedade importante da reta dos mínimos quadrados. 
Substituindo 
q= -mx + y 


na reta dos minimos quadrados, obtemos 


y— y = m (xz — x) 


A reta dos mínimos quadrados sempre passa pelo ponto ( X. y ) 


Vamos, agora, à demonstracáo das fórmulas para calcular m e q 


X1 1 У| 


=> x | > 1 =» У? 
у = | “| у = е ЁБ = |: |. 
Хп l Yn 


Segue que 


Lembrando das fórmulas para o cálculo das médias aritméticas x e y. resulta 


> >» - > > = 
V| ° Vo = пх e b : vo = ny. 


Entào, o sistema auxiliar será equivalente a 
> > > ә 
ту vı + nxq = b + vl 
SA : 
пхт + nq = ny. 


Multiplicando a segunda equação por -F e somando com a primeira, obtemos 


n 
_ B*W-—RXy _ k=1 
НО 2527 ап 


x, ° h — nr” 9 —2 
Ур Уүглх b x? — пх 


Da segunda equação de 54, obtemos 
q = —m x + у. 


Para verificar que 


n 
У җук ny У Gk 00-7) 


@ на! k=1 


é só desenvolver o numerador e o denominador do segundo membro. Vamos lá. 


n n 
Y (xy — x) Or- У) = x Quy, ху — хур + x y) 
k=1 k=1 


De 
n 
х, 
Ш n рУ k 
Xy = у х= уп | — =n xy 
ED ж : 
k=1 k= 
n _ Neo 
X yy =n Хх у 
k=1 
e 
n 
х у= ху+ху+...+ху=пху 
k=1 n parcelas 


n n 


рУ (Xy — x) (Урт у) = Ў. ХУП x y. 


‚ basta substituir, na relação acima, y, por x, e y por Y. 
Existe outra maneira, bastante interessante, de verificar a relação (1) 


anterior. O caminho para essa outra maneira é lembrar que a reta dos mínimos 
quadrados passa pelo ponto ( JA. Y ) Seja 


Y — y = m(x — x) 


а reta dos mínimos quadrados para os pontos (xi, yi), i= 1,2, ..., n. Então, a reta 


^ 


Y = mX 


será a reta dos mínimos quadrados para os pontos (Xi, Yi), onde 
E „== Y e Y; — Yi — Y pois o que fizemos 
| UL : 

com essa mudança de variável foi L0 uma DIEA Então, o coeficiente m 

será a solução LSQ do sistema 


(xj — x)m = у — y 
хә – x)m = y> — y 
5: (x2 ) шал, 


(Xp -Х)т = y, 


Sendo 
x] х Y 
X9 — X 


Xp TX En б д 


teremos o sistema auxiliar 


e, portanto, 
n 
> э AUR 
Беу _ Ёс 
m=3 53 = E 
У У 


O que você achou? 


Exercícios 17.4 


1. Considere a tabela 


a) Construa o diagrama de dispersão. 
b) Determine a reta dos mínimos quadrados. 


c) Determine o coeficiente de determinação R2. 


A tabela a seguir apresenta as vendas semanais (em toneladas) de arroz, 
das últimas 6 semanas, de um supermercado. (Na linha dos x, o —6 estará 
representando seis semanas atrás, o —5 cinco semanas atrás etc.) 


(Pela tabela, há seis semanas foram vendidas 2 toneladas de arroz; há 
cinco semanas, 2,4 toneladas etc.) 


a) Determine a reta dos mínimos quadrados. 


b) Estime a venda para a semana atual (x = 0). 


c) Determine o coeficiente de determinação R2. 


17.5. COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO. CORRELAÇÃO 
^ 
Consideremos os pontos (x , y ), i = 1, 2, ..., n. Seja y = mx + q a reta dos 
114 


mínimos quadrados desses pontos. Nosso objetivo a seguir é mostrar que 


n n 


Y 0-= У, (# - y + y Or- S? 


k=1 k=1 k=1 


Temos, рага k = 1,2, ...,n, 


-2 


р УЗ 20,7 0 +20 308 y) + ($- УУ. 


Para concluir a veracidade da relação acima, basta, então, mostrar que 


> Or- й)(%— y)=0. 


De 
$k — у=т(х-— x)edey, — $ =y,— у—(Ў— y) 
‚ segue que a relação acima é equivalente a 


n 
Ў; [yk — y-m(xg- x) Gz х) = 0. 
k=1 


A seguir, vamos mostrar que essa última relação realmente se verifica. 


^ 


Vimos no final da seção anterior que явж é a reta dos mínimos 
Y = mX 

quadrados para os pontos (Xk, . MN), onde 

Х, =x- xe i = ур ym: 


3, ..., п. Assim, m é a solução LSO do sistema 


> > 
$:{ту = b 


onde 


a у= y 
> > > 
y == X2 X e b 


Xp 7 X Ув" У 


Sabemos que, se m ё a solução LSO de S, deveremos ter 


-» > > 
(b —mv )- v =0 


que é equivalente a 


n 
у [ур y) — m (x, — x) (x, x)= 0. 
k=1 


De acordo? 
Fica provado assim o seguinte importante resultado: 


^ 
Se y = mx + q é a reta dos minimos quadrados dos pontos E эр k=1,2, 


3,...,n, então tem-se 


Desta segue que 
n n 


sendo que a igualdade só ocorrerá se a soma dos quadrados dos erros Ek = yk — 


Yk 


pontos (xk, yk), k = 1,2, ..., n, forem colineares. 


for igual a zero, ou seja, se y = Ур para k = 1,2,...,n,e, portanto, se os 
k x 


^ 
Definição (de coeficiente de determinação). Sendo y = mx + q a reta dos 


mínimos quadrados dos pontos (xk, yk), k = 1, 2, 3, ..., n, definimos o 
coeficiente de determinação R2 dessa reta por 


п 
B — 
Y 6 -» 
k=1 


n 


R = 


- 
Oi = yy 


Do que vimos acima, resulta 0 < R2 < 1, e, quanto mais próximo de 1 estiver 
R2, mais próximo de zero estará a soma dos quadrados dos erros Ek. Portanto, o 


ajuste da reta dos mínimos quadrados aos pontos (xk, yk), К = 1, 2, ..., n, será 
tanto melhor quanto mais próximo de 1 estiver R2. 
q 2 == 


De y = y = m (x m ) segue, рага k = 1, 2, ..., n, 
Vk — y = m (x, — x + Desse modo, o coeficiente de 


determinação poderá ser colocado na seguinte forma: 


Lembrando que 


resulta 


n Ш Y 
Ў (xk — X)CYk — y) 
> k=1 
n 
== ) 
Ў. Ok — У) 


> 
T 
II 


| п - 
PX ua 
|Е-1 TES 


Definição (de correlação). O número 


n 


Y DOR) 


denomina-se correlação entre os números xk e yk. 


Das definições acima, segue que o coeficiente de determinação é o quadrado 
da correlação. De R2 < 1, resulta — 1 < R < 1. Lembrando da definição de 
cosseno de ângulo de dois vetores, a correlação entre os números xk e yk, k = 1, 
2, ..., n, nada mais é do que o cosseno do ângulo formado pelos vetores de 
componentes 


17.6. PLANO DOS MÍNIMOS Q UADRADOS. AJUSTE POLINOMIAL 


Consideremos os pontos (xk, yk, zk), k = 1, 2, ..., n. Dizemos que 


Z=ax+by+c 


é o plano dos mínimos quadrados para os pontos acima se (a, b, c) for a solução 
150 do sistema 


xa+yb+c=ãaz 


ç. ] X28 + ур + с = 22 


X AAA 


Da mesma forma que fizemos para а reta dos mínimos quadrados, mostra-se 
que o plano dos mínimos quadrados passa pelo ponto ( Y ү e Yk с. 
vvo ` < 
portanto, a equação dos planos dos mínimos quadrados pode ser colocada na 
forma 


Z-z=a(x- x)+ b(y- y). 
Prova-se, ainda, que é válida a relação 

n 5 n 5 n 5 
x (12-01) = b3 (Sk — 2) + > @ = 2 
k=1 k=1 k=1 


De maneira análoga, define-se, então, o coeficiente de determinação R2: 


n = 
> E - 
k=1 


n A 


> 
ї 
II 


(Zk — Z)” 
k=1 


Deixamos para o leitor provar o que dissemos acima e generalizar para p 
variáveis. 


Consideremos, agora, os pontos do plano (xk, yk), k = 1, 2, ..., n. Suponhamos 
que o diagrama de dispersão desses pontos tenha a “cara” de uma parábola. 


^ 
Então, a ideia é procurar ajustar aos pontos uma função do tipo у- ах? + bx + 


c. Isso nos levará ao sistema 
m. "n 

xja + xyb + c = у 
9 

с. јх5а+ xəb + c = y) 


“da 
M - 


: 
xia F хр + c = уь. 


Se considerarmos os pontos do R'( х2 4 Ху, Ур k= 1, 2, ..., п, 


o problema é exatamente o mesmo que vimos anteriormente. Рага esse ajuste, о 
coeficiente de determinação será 


No Apêndice 2, veremos como lidar com esses problemas na HP-48G e no 
EXCEL. 


Apêndice 
1 


FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES COMPLEXOS 


A1.1. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REALA VALORES COMPLEXOS 


Uma função de uma variável real a valores complexos é uma função cujo 
domínio é um subconjunto de R e cujo contradomínio é 


EXEMPLO 1. Considere a função f dada por f (f) = 2 + i cos t. 
a) Qual o domínio? 

T 

2 


— 


5) Calcule /(0) е 


Solução 


a) O domínio de fé R. 
4 


T 
»f(0)— ief P 


T 
2 


EXEMPLO 2. Seja fdada por /( = cos t+ i sen t. Desenhe a imagem de f. 
Solução 


Para cada t, f (f) identifica-se com o ponto (cos /, sen f). A imagem de fé a 
circunferência de centro na origem e raio 1: 


(cos t, sen 1) 


a 
Sejaf: 4 => G AC R uma função de uma variável real a valores 
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complexos; então existem, e são únicas, duas funções fl (1) e /2 (1), definidas em 
А e a valores reais, tais que f (1) = fl (0) + if2 (1), para todo t € А. Pois bem, 
diremos que fé contínua em 10 € А se e somente se fl e /2 forem contínuas em 
10. Diremos, ainda, que f é derivável em (0 se e somente se 1 e /2 forem 
deriváveis em 0. Sendo f derivável em 10, definimos a derivada de fem 10 por 


F (to) = fg + ifo (tg). 


Seja f: A -(04 c р: dizemos que F: 4 => C é uma primitiva de f se 
Ls 


F' (f) = f (D, para todo t € А.А 8] f ( і )dt será usada para 


indicar a família das primitivas de /: 


Teorema. Seja f: 1 — [> onde / é um intervalo em R Se f (t) = 0, 
a 


para todo / € 1, então existe uma constante complexa k tal que f(t) = k, para 
todo tem /. 


Demonstração 


Seja y (D) + (D. Segue da hipótese que 
f (1) = — 0 е h (ñ = — 0 em 1; assim, existem 


constantes reais k1 е k2 tais que, рага todo / € 7, 


Л(@к1 e À k2. 
Portanto, para todo t € 1, 
/@) = К, + ik,. m 
Como consequência deste teorema resulta que se f: / —^ C 88 :1- C 1 


intervalo, forem tais que f (0) = g' (A em /, então existirá uma constante 
complexa k tal que, para todo t em 1, 


g() - f() + К. 

De fato, pela hipótese, para todo tem 7, 
[600-70] = 0 

e, pelo teorema acima, existe uma constante k tal que, para todo tem /, 
800-700 = К. 

EXEMPLO 3. Seja f (f) = cos t+ i sen t. 


а) Calcule / (2. 
b) Verifique que / (1) = if(t). 


Solução 


a) f (t)= [cost+isent]' = -sen t + i cos t. 
b) f (t) = i2 sen t+ i cos t= i (cos t+ i sen ñ) = if (f). 


EXEMPLO 4. Seja u (1) = e% (cos Bt + i sen fif) onde a e f são constantes reais. 
Seja ¿= a + if. Verifique que 


Solução 


du 


ps = а е [cos Bt + isen Bt] + е“ [— sen Bt + iB cos Bt] 
с 


ае“ [cos Bt + i sen Br] + Bie?" [cos Bt + i sen Br] 
= (a + iB) e“ [cos Bt + i sen Br]. 


du 
dt 


Portanto, 


= Au. 


Exercício 


Sejam fe g duas funções a valores complexos, definidas e deriváveis num 
intervalo Z. Prove que, para todo t em 7, tem-se: 


DIFO+ OAT =f' (D) + g' (t). 
b) | kf (0 ]' = kf” (1), onde k é uma constante complexa. 
c) Lf( g OAV =f Ag A +f O g (D. 


aT e ; 
” Р | — f'D gio fg) 


> em todo t € /, com g (1) + 0. 
80) [g O 


A1.2. DEFINIÇÃO DE ей, COM 4 COMPLEXO 


Seja ¿um número real; já vimos que u (f) = eZt é a única função definida em 
e que é solução do problema. 


dt 
и(О)= 1. 


Suponhamos, agora, 4 = а + if, onde a e 3 são constantes reais. Vamos 
mostrar a seguir que 


u (f) = eat (cos fit + i sen Bt) 


é a única função de R em C que é a solução do problema 
— = Au 
D dt 


4 
De fato, u (0) = 1. Pelo Exemplo 4 da seção anterior,  — AU 


dt 


Deste modo a função u (t) = еб (cos Bt+ i sen ft) é a solução de | Como | u 


(D) | = eat, segue que u (1) £0 em R Suponhamos, agora, que v = v (f), t € R 


seja, também, solução de O; isto é: 
vt) = Av(t), para todo t, e 
v(0) 21 


Vamos mostrar que v (1) = u (t) em R Temos: 


, 


| v(t) | v'() u(t) — v(r)u'(r) _ Ауу иа) — Av() u() _ 0 


u(t) [исор [up 


Assim, existe uma constante complexa k tal que, para todo tem R 
v(t) 
u(t) 


Como v (0) = u (0) = 1, resulta k = 1. Portanto, 


=k. 


у(0-и(0 em [I]. 


Fica provado que u (1) = eat (cos Bt + i sen ft) é a única função de R em C 
ad 


satisfazendo (1) 


Nada mais natural do que a seguinte definição. 


Definição. Seja ¿= a + ifj, com a e £ reais. Definimos 


eat = e(a + ip) t= eat (cos ft+ isen 8) (relação de Euler) 


para todo t real. 


Fazendo t= 1 na definição acima resulta: 


ee * iË = е (cos В + i sen B). 


eP = cos B + isen B. 


Seja z = ea + if. Observe que | z | = ea e que £ é um argumento de z: 


e” cos 8 


Seja 2 uma constante complexa. Do que vimos anteriormente resulta: 


, 
[ "АЙ = Ae", para (одо t real. 


O próximo exemplo mostra-nos que a propriedade 


é válida em C 


EXEMPLO 1. Sejam 41 e 22 complexos dados. Mostre que 


е^ + A, = е^ . e^. 


Solução 


и (1) = e T À; ) Í ë a única funçào de [I en (7 que 


satisfaz o problema 


du 
— = (Ау + À) 
@ dt e 2)u 


и(0) = I. 
Por ошто lado, y (1) = е^! e^t, t = R também 


saistaz((2) (verifique). Portanto, para todo 


Em particular, para = 1, 
th = eà .gh, п 


EXEMPLO 2. Verifique que, para todo t real, 


еї + et e! — gt 
cos f = —— —q esent = —————. 
2 2i 
Solução 
O e = cost + i sen. 
е" = cos (—D + i sen (—D 
ou seja, 
@ е = cost — i sen t. 
Somando membro a membro (1) e (2) resulta 
_ e" + e tt 
COS f = —————. 
> 


- 
Subtraindo membro a membro D e (2) resulta 


it —it 
eg 
sent = —————. ы 
2i 


Sendo 4 #0 uma constante complexa, de (e^ , = ле"! segue 


EXEMPLO 3. Calcule: 
a) fe dt b) fe cos t dt. 


Solução 


a) Í е! dt ud ей + k. 
i 


„1+ (01-08 
GRE Em sk 
2 1-1 1-1 


ГЭР" | | 
b) fe cost dr = [е | 5 T |a= 1 fit+ + ей DE] dt 


Ouseja, 
1 ей e 

fe cos t dt = — et -+—— |+ k. 
2 141 1-4 


Como eif — cos t+ ¡sen te e-it= соз t— i sen f, resulta: 


1 cost+isent | cost—isent 1 
j: cos t dt = — et - + - +k=—e! [cos t+sent]+k, 
2 1-1 1-1 2 


pois 
costtisent | cost —isent 


- - = cos t + sen t (verifique). п 
Iti 1— 


EXEMPLO 4. Mostre que 


cos 30 = cos? 0 — 3 cos 0 sen? бе sen 30 = 3 cos? 0 sen 0 — sen” б. 


Solução 


ед = cos 0 + isen 0. 


Por outro lado, 


(gi) = #. ¿0 , ¿ió . = (319 


€ = (cos 0 + i sen ө). 


Temos, também, 


ед = cos 30 + ¡sen 30. 


Assim, 
© (cos 0 + i sen ey = cos 30 + i sen 30. 
Temos, 


(cos 8 + i sen ЇЇ = cos? 0 + 3 cos? 0 (i sen 0) + 3 соѕ 0 (i sen в)” + (i sen 0). 


ou seja, 


(8) (cos 0 + i sen Л = соз? 8 — 3 cos 0sen2 8 + i B cos? Ө sen 0 — sen? 6]. 


De (3) e (4) resulta: 


cos 30 = cos? 0 — 3 cos 0 sen? 0 
sen 30 = 3 cos? 8 sen 0 — sen? 9. [a] 


+ т 
EXEMPLOS. Sejam z= ea if, com 0< f < 


‚едип real com 0 < 0 < 


т i0 


———. Represente geometricamente ze ze . 


Solução 


Para fixar o raciocínio, vamos supor 


= < 0+ В < тп.Ѕејаг = z O isa 


1 


+ i(0+ f). 


Os módulos de z e 21 são iguais a ea. O vetor 021 é obtido de 0z por uma rotação 
de 0 radiano, no sentido anti-horário. 


EXEMPLO 6. Sejam 21 e 22 dois números complexos com argumentos £1 e 22, 
respectivamente. Seja 2 = zl : 22. 


a) Verifique que | z | = | z1 | | 22 |. 
b) Mostre que £1 + 82 é um argumento de z. 


Solução 


в, 


(cos В+ i sen Bj) 12 = |20 (cos 82+ i sen B2) 


а= 


E 


2 


ow ӨЙ, = соѕ Ву +іѕеп Ву ° 
еВ. = cos B> + i sen o» 


=! !еЁ е z = 1201 ей. 


Portanto, 


га 


= | Z | 12,1 e E + В.) 


z = |z; ll zl [cos (Ву + B5) + isen (Ву + Bol. 


Portanto, 


4)|21-1411122| 
b) 14-82 é um argumento de z. 


Sejam a um número complexo dado e f: I — uma função contínua dada, 
onde / é um intervalo de R Consideremos a equação diferencial linear, de 1.º 


ordem, com coeficiente constante, 


dx 
— + ax = f (t). 
dt f 


Procedendo exatamente como na Seção 5.1 obtemos a solução geral 


x=ke “+e “ |eatf(p dt(k € C). 


(Verifique.) 


" 
EXEMPLO 7. Resolva as equações: 
d š De 2: i 
а)25-ш-0 b) + ix = k e" (kj constante) 
dt dt 
Solucáo 


a) Pela fórmula acima, 


u=keit (k € C 
Бух = кет" +e fer ell dt = kei! + ke it fe dt. 


Ou seja, 


UM 


| 
= 
% 

d 
+ 
9, 


(k € С). 


EXEMPLO 8. Mostre que 


x= Аей+ Be—it (A, B € С 


? 
é a solução geral de d 5 H р 0 
аі 
Solução 
ач: 


— + x = 0 é equivalente a 
— + i| —i 5 2 = 0 (verifique). 
dt dt 


ÜE c 
Fazendo [| = di + LX obtemos 
t 


— — iu = 0 
dt 


cuja solução geral é u = kleit. Assim, 
: tt 
— + ix = ke 
dt ! 


cuja solução geral é: 


Fazendo А = DL, B = k obtemos: 


2i 


| it —it 
х= Ае + Ве (A,BcC) 
[Observe que i e —i são as raizes da equação característica da equação dada.] 


Fazendo na solução acima, ей = cos t + ¡sente eif = cos t— i sen t obtemos: 


x = А (cos t + i sen f) + B (cos t — i sen t) = (А + B) cost t (Ai — Bi) sen t, 
А B, 
1 1 


ou seja, 
x = Ау cos t + Ву sent (Aj, Bj € С). п 


A1.3. EQ UAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, НОМОС ÊNEAS, DE 2.º 
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos a equação 


d?x dx 
ta +ax=0 
O d? La ^? 


onde aj € a> são números complexos dados. Sejam 3 е 5 (21. 5 є С аѕ 


raízes da equação característica de (1) Procedendo exatamente como na 


demonstração do teorema da Seção 5.2, obtemos os seguintes resultados: 


a) se A ^1» a solução geral de (D 


x = A, e^! + B eh! (A, Bj € C). 


b)se Е = Ay a solucáo geral de (1) será 


х= A e! + By teh! (Ау, Bj € С). 


EXEMPLO. Resolva a equação ү + 2x E 2x = O 


Solução 
A2+2+2=06A4=-|+iouA=-1-i. 


Asolução geral é: 


х-А,ё 1014 p, 71 79 


ou 


x=e ТА( + Be "] (Aj, Bj € C). 

Lembrando que eif = cos t+ ¡sen te e—if = cos t— i sen f, resulta 

x=e “(A+ В) cos t + (iA — iBj) sent], 
A B 


ou seja, 


x=e'[Acost+Bsent] (A Be C). E 


Observação: Se al e a2 forem reais e se as raízes da equação 22 + al) + a2 = 0 
forem complexas, então tais raizes serão números complexos conjugados: À = a + 
18. Assim, a solução geral de 


2 
: 2 + aj Эх ipi 
аг dt 


х= е [ Aje P + pe "| (A, В, С). 
Como 


eP! = cos Br + i sen Bree "P = cos Bt — i sen Br 


resulta: 
x = e“ [(A, + Bj) cos Bt + (iA, — iB|) sen Br] 


ou 


е... " 
x = e" [A cos Bt + B sen Bt ] (A, B € C). 
A1.4. EQ UAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, DE 3.º ORDEM, COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 
Consideremos, inicialmente, a equação homogênea 
dx d?x dx 
— Fal ta-—dax-0 
ағ а= а 


onde al, a2, a3 são constantes dadas. Sejam 41, 22 e 23 as raízes da equação 
característica 43 + a142 + a24 + a3 = 0. Temos: 


(D 


AM + А) + Аз =—а| 
AÃo ХААХ + A243 = ao (relações de Girard). 
ААзАз = —az 


Substituindo em (7) obtemos: 


2 + Ads + AA) © Z — Adz = 0 


que é equivalente a: 


d? dx 


dx d : dx 
E Xu [a + mE леа | S= ax|=0 
dt 3 @ 25| 5 ар 3 


Segue que x = x (1), t € р. será solução de (D se e somente se 


dx 


= — — for solução da equação linear de 2.º ordem 
u À X er solução да едг 


й 


їз. (A + № 5 L лүн = 0. 
dt? 


Portanto, x = x (1) será solução de (1) se e somente se 


o Азх = Аел! + pek! 
dt 


ou 


A — Азх = АМ + Bite se A = А. 


Deixamos a seu cargo concluir que a solução geral de (1) será: 


x= AeM + Bed! + Ce! se А; + Aj para i # j, 


x = АеМ + Breh! + Cet se A = А + Аз, 


x= Ae^! + Bteh! + Cte se Лу = Ау) = Аз. 


As equações lineares de 3.º ordem, não homogêneas, com coeficientes 
constantes, são tratadas do mesmo modo que as de 2.º ordem. Fica a seu cargo 
estender os resultados até aqui obtidos para equações lineares, com coeficientes 
constantes, de ordem л > 3. 


Apêndice 
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USO DA HP-48G, DO EXCEL E DO MATHCAD * 


A2.1. AS FUNÇÕES UTPN, NMVX E NMVA 


A função UTPN é uma função da calculadora e que se utiliza para cálculo de 
probabilidade na distribuição normal N (u, 02). Esta função é dada por 


UTPN = UTPN (и, 02, х) = Р(Х> х). 


UTPN (и, 07, х) = 


o 4 27 


Para acessar UTPN, digite: 


MTH NXT (para virar página do menu) PROB (no menu, tecla branca da letra 
A) NXT (para virar página do menu). 
Pronto. Viu UTPN no retângulo dentro do visor e correspondente à tecla 
branca da letra С? Para ativar UTPN, é só pressionar a tecla branca da letra С. 
Vejamos agora como utilizar UTPN. Cálculos com UTPN são realizados no 
ambiente HOME. 


EXEMPLO 1. Seja X uma variável aleatória com distribuição normal N(6, 4), ou 
seja, com média yu = 6 e variância 02 = 4. Calcule. 

a) P(X25). 

b) P(X>8). 


c) P(5<X<8). 
Solução 


Entre no ambiente HOME. Caso não esteja nesse diretório, é só ir 
pressionando a tecla ON que você acabará chegando nele. 
a) Entre com 6, 4 e 5, nesta ordem, ou seja, digite: 


6 ENTER 4 ENTER 5 ENTER 


Desse modo, o 6 estará no nível 3, o 4 no nível 2, e o 5 no nível 1. Agora, é 
só pressionar a tecla branca da letra C para ativar UTPN. No nível 1, 
aparecerá o valor da probabilidade: 0,69146. Assim, Р(Х > 5) 0,69146. 

b) Entre com 6, 4 e 8, nessa ordem, e pressione UTPN para obter 0,15865. 
Assim, P (X> 8) = 0,15865. 

c) P(5<X<8)= P (X25) -P (X28) = 0,53280. 


EXEMPLO 2. Considere a variável aleatória X com distribuição normal N (6, 4). 
Calcule P (u- o <X <u + o). 


Solução 
u= 6 e de o2 = 4 segue o = 2. O que queremos é P (4 < X <8). Temos 


Р(4<Х<8) = P (X24) -P (X28). 
Procedendo como no exemplo anterior, obtém-se 
P (X 24) = 0,84134 e P (X 2 8) = 0,15865. 


Assim, P (4 < X x 8) 0,68268. (Esse resultado já é nosso conhecido, lembra- 
se? Esqueceu? Volte para o Cap. 4.) 
ч 


O que é muito importante em estatística é determinar o valor de x quando se 
conhecem 4, 02 e Р(Х > х). Na HP-48G não existe função que realize esse 
cálculo diretamente. Entretanto, podemos criar uma função que nos permitirá 
realizar essa tarefa. Tal função será representada pela variável NMVX (que 
lembra: normal, média, variância e x): 


NMVX= NMVX (M, V, X). 


Essa função fará o que a UTPN faz, e com uma vantagem: a calculadora não 
reconhece UTPN (М, V, X) como uma expressão nas variáveis M, Ve X, mas 
reconhecerá NMVX (М, V, X) como tal. Esse fato nos permitirá criar a equação 


NMVX (M, V, X) = a 


e resolvê-la no SOLVE EQ UATION quando houver apenas uma variável 
desconhecida: se forem conhecidas M, Ve a, determinamos X. 


Vamos então criar tal função. Na verdade, o que faremos é criar um 
programa e armazenálo na variável NMVX. Estando no ambiente HOME, entre 
no nível 1 com o programa (tecle a para escrever) 


<<— M VX<< M V XUTPN>> >> 


ATENÇÃO. << >> é a função roxa na tecla menos (—); — é a função verde na 
tecla 0. Localizou? Observamos que entre >, M, V e X deve haver um espaço. 


Agora, digite: NMVX. Em seguida, pressione a tecla STO para armazenar o 
programa na variável NM VX. 


Vamos destacar no quadro a seguir o que fizemos para criar a variável 
NMVX. 


Criando a variável NMVX 


Nívell:<<>MVX<<MVXUTPN>>>> 


Digite: NMVX e pressione STO 


Pronto. A variável NMVX já está na memória da calculadora e pronta para 
ser usada. Para localizá-la, pressione a tecla VAR (VAR = VARIÁVEIS) para 
abrir o menu das variáveis. Agora, tente localizar tal variável no menu dentro do 
visor; se for necessário, pressione NXT para virar a página do menu. Localizou? 
Está, então, criada a função 


NMVX= NMVX (M, V, X). 


Caso você queira visualizar o programa ou corrigir algum engano que 
porventura tenha ocorrido, pressione MEMORY (função verde na tecla VAR), 
e, na caixa de diálogo que se abre, leve a barra de destaque para cima da 
variável NMVX e em seguida pressione EDIT no menu do aplicativo (tecla 
branca da letra A); pressione novamente EDIT no menu do aplicativo que se 
abre. Visualize o programa ou faça a correção. Para confirmar a correção, 
pressione ENTER três vezes. Pronto, você está de volta ao ambiente HOME, 
com as correções confirmadas. Para visualizar o que está armazenado numa 
variável, ou para fazer correção, proceda sempre da mesma maneira. 


Corrigindo ou visualizando o 
conteúdo de uma variável 


Pressione MEMORY (função verde da tecla VAR), pressione EDIT (no 
menu, tecla branca da letra A), pressione novamente EDIT (no menu), faça 
as correções ou apenas visualize o conteúdo, e em seguida pressione ENTER 
três vezes para confirmar as correções e voltar para HOME. 


Para testar o programa, ou a função que acabamos de criar, vamos calcular 
Р(Х > 5), onde X é a variável aleatória do Exemplo 1, X : N (6, 4). Primeiro, 
precisamos localizar a variável no menu VAR. Para isso, pressione a tecla VAR 
e localize a variável. Vamos em frente. Antes lembramos que pressionar NMVX 
significa pressionar a tecla branca correspondente ao retângulo onde está alojada 
a variável. OK? Vamos então ao cálculo da probabilidade: 


entre com 


O resultado obtido concorda com aquele do Exemplo 1? Se concorda é porque 
está tudo certo. Se não concorda, reveja o programa, como descrito 
anteriormente, verifique onde está o erro, corrija-o e faça novamente o teste. 

No próximo exemplo, veremos como determinar o valor de x quando são 
conhecidas a média, a variância e a probabilidade P (X > x). 


ATENÇÃO. MUITA ATENÇÃO. Se a sua calculadora estiver configurada de 
modo que o ponto seja o separador decimal (por exemplo, 5.3 é cinco inteiros e 
3 décimos), então o ponto da calculadora é realmente ponto e a vírgula é 
realmente vírgula. Se no entanto sua calculadora estiver configurada de modo 
que o separador decimal seja a vírgula (por exemplo, 5,3 é cinco inteiros e 3 


décimos), então quando você pressionar o ponto aparecerá vírgula e quando 
pressionar a vírgula aparecerá ponto-e-vírgula. MORAL DA HISTÓRIA: Se o 
ponto for o separador decimal, teremos 


NMVX = NM VX (M, V, X); 
se a vírgula for o separador decimal, teremos 
NMVX = NM VX (M; V; X). 


EXEMPLO 3. Sendo X uma variável com distribuição normal N (6, 4), resolva a 
equação P (X> x) = 0,2. 


Solucáo 
Sabemos que 
ММУХ (6, 4, x) = P (X zx). 
Então o que precisamos é resolver a equação 
NMVX (6,4, X) = 0,2 


(Trocamos o x minüsculo pelo maiüsculo simplesmente porque é mais fácil 
digitar letra maiüscula do que minüscula.) Agora, entre no SOLVE EQ UATION 
(para isso pressione SOLVE na tecla 7 e escolha a opção Solve equation), entre 
com a equacáo no campo de EQ, entre com a estimativa 6 no campo da variável 
X, traga a barra de destaque para o campo da variável X e pressione SOLVE 
(ültimo retángulo da direita do menu do aplicativo) para obter X : 7,68324. 

ч 


Outro modo, e muito rápido, para determinar Х é por meio do programa que 
criaremos a seguir e que será armazenado na variável NMVA. Sendo dados M (M 
= u), V (V = 02) e A (A = P (X> x)), tal programa resolve a equação NMVX (M, 
V, X) = A na variável X e com a estimativa M para X. 


Criação do programa NMVA 


Nível 1: << —^ M V A <<' NMVX (M, V,X) = A' 


' X' M ROOT >> >> 


Digite: NMVA e pressione STO 


Para testar o programa, vamos resolver a equagáo do Exemplo 3, onde sáo 
conhecidos М = 6, V = 4 e A = 0,2 (em estatística, em vez de А utiliza-se com 
frequéncia a letra grega a). Primeiro localize NMVA: pressione VAR e procure 
por NMVA no menu das variáveis; se necessário, pressione NXT para virar a 
página do menu. Vamos ao cálculo de X. 


Utilizando NMVA para calcular X 


Digite: 6 ENTER 4 ENTER 0,2 
Em seguida, pressione NMVA no menu das variáveis 


O valor obtido para X deverá ser o mesmo do Exemplo 3: X = 7,68324. Se foi 
este o resultado que vocé obteve, o seu programa passou no teste e está pronto 
para ser usado. 

Com a função NMVX е com o programa NMVA, você resolverá os cálculos 
mais frequentes, relativos á distribuigáo normal, sem sair do ambiente HOME. 
Gostou? Espero que sim! 


EXEMPLO 4. Seja X uma variável aleatória com média 10, desvio padráo 3 e 
distribuição normal. 


a) Calcule P(7<X<12). 
b) Determine x para que se tenha P (X > x) = 10%. 


Solução 


Aqui 4 = 10 e 02 = 9; logo, M = 10 e V= 9. 

a) P(7<X<12) = P (X27) - P (X> 12). Para calcular P (X 7 7), entre com 
10, 9 e 7 e pressione NMVX: P (X > 7) = 0,84134. Para o cálculo de P (X > 
12), entre com 10, 9 e 7 e pressione NMVX: P (X> 12) 0,25249. Portanto, 
P (7 < X< 12) 0,58885. 

b) Precisamos resolver a equação NMVX (10, 9, X) = 0,1. Para resolvê-la, 
entre com 10, 9 e 0,1 e pressione NMVA para obter: X = 13,84465. (Caso 
você queira verificar esse valor de X é só entrar com 10, 9 e 13,84465, 


pressionar NMVX e verificar se o valor obtido é 0,1. OK?) 
ч 


Outro tipo de equação que você terá que resolver em estatística é do tipo da 
do próximo exemplo. 


EXEMPLO 5. Considere as variáveis aleatórias, com distribuições normais, X : N 
(100, 25) e Y: N (115, 36). 

a) Determine x de modo que 

P(Xzx)- P(Yzx). 

b) Sendo x a solução da equação anterior, calcule P (X 2x) e P (Y< x). 
Solucáo 
a) Sabemos que 

P(Y<x)=1-P(Y2x). 

Desse modo, a equação que temos para resolver é 


NMVX (100, 25, X) = 1 — NMVX (115, 36, X). 


Essa equação deverá ser resolvida по SOLVE EQ UATION; a estimativa para a 
variável X tanto pode ser 100 ou 115. Resolvendo, obtém-se X = 106,818. 
Conclusão: x = 106,818. 


b) Para calcular P (X > 106,818), entre com 100, 25, 106,818 e pressione NMVX 
para obter 8,63410207151E — 2. Este E — 2 no final do número significa que a 
vírgula deverá ir duas casas para a esquerda. Assim, P (X > 106,818) = 
0,08634 = 8,634%. Como x = 106,818 foi calculado de modo que P (X > x) = 
P(Y<x), resulta 
P(Y<106,818) = 0,08634. Assim, 


P (X> 106,818) = P (Y< 106,818) = 0,08634 = 8,634%. 


A2.2. AS FUNÇÕES UTPC, C2NX E C2NA 


Sendo X a variável aleatória com distribuição %2 (n), qui-quadrado com n 
graus de liberdade, UTPC calcula a probabilidade P (X > x). 


Cálculo de P (X > х), onde X: %2 (п) 


Entre com n e x e pressione UTPC 


EXEMPLO 1. Sendo Х uma variável aleatória com distribuição qui-quadrado, 
com 10 graus de liberdade, calcule. 


a) Р(Х»5) 
b) P(X21) 
c) Р(1<Х<5) 


Solução 


a) Para o cálculo de P (X > 5), entre com 10, 5 e pressione UTPC para obter 
0,89117. Assim, P (X> 5) = 0,89117. 
b) Entre com 10, 1 e pressione UTPC : P (X > 1) = 0,99982. 
c) Р(ү15Х«5)-Р(Х21)-Р(Хэ5)-0,10865 
ч 


A seguir, vamos criar a função C2NX, que é equivalente a NVMX da seção 
anterior. 


Criando a variável C2NX 


Nívell:<<>NX<<NXUTPC>> >> 


Digite: С2МХ e pressione STO 


Na variável C2NX, С2 lembra qui-quadrado e N número de graus de liberdade. 
Sendo X uma distribuição qui-quadrado com n graus de liberdade, para o cálculo 
de P (X > x), proceda da seguinte forma: entre com л, x e pressione C2NX по 
menu das variáveis. 

A seguir, vamos criar o programa C2NA que resolve a equação 


C2NX (n, x) = a. 


Criacáo do programa C2NA 


Nível 1: << > NA << ' C2NX (N, X) А' 
' Х' 10 ROOT >> >> 


Digite: С2МА e pressione STO 


EXEMPLO 2. Sendo X uma qui-quadrado com 12 graus de liberdade, determine 
x tal que P (X> x) 5%. 


Solução 
Como С2МХ (М, x) = P (X> x), precisamos resolver a equação 
C2NX (12, x) = 0,05. 


Entre com 12 e 0,05 e pressione C2NA para obter 21,02607. Assim, x — 21,02607. 
. 


A2.3. AS FUNÇÓES UTPT, TNX E TNA 


Se a variável aleatória X tem distribuição t de Student, com n graus de 
liberdade, a probabilidade P (X >x) é calculada com a função UTPT: é só entrar 
com n,x е pressionar UTPT. A função TNX e o programa TNA são equivalentes a 
NMVX e NMVA, respectivamente. 


Cálculo de P(X> x), onde X: t (n) 


Entre com ne x e pressione UTPT 


A seguir, vamos criar a função 7NX. 


Criando a variável ТУХ 


Nívell:<<>NX<< NX UTPT>> >> 


Digite: TNX e pressione STO 


Da mesma forma, vamos criar o programa TNA que resolve a equação 


ТАХ (п, x) = a. 


Criação do programa TNA 


Nível 1: << > NA << ' TNX(N, X) À ' 
' X' 10 ROOT >> >> 


Digite: TNA e pressione STO 


A2.4. AS FUNÇÕES UTPF, FNNX E FNNA 


Se a variável aleatória X tem distribuição F, com graus de liberdade nl e n2, 
a probabilidade P (X > x) calcula-se com a função UTPF. 


Cálculo de P (X> x), onde X: F (n1, n2) 


Entre com nl, n2, x e pressione UTPF 


A função FNNX e o programa FNNA são criados da mesma maneira que 
NMVX e NMVA. 


Criando a variável FNNX 


Nível 1: << — МІ M2 X << М Л X UTPF >> >> 


Digite: FNNX e pressione STO 


Criação do programa FNNA 


Nível 1: << — NI Л A ««' FNNX (NI, Л, X) = A' 
' Х' 10 ROOT >> >> 


Digite: FNNA e pressione STO 


А2.5, MENU PERSONALIZADO 


Se você quiser poderá criar um menu personalizado que contenha as 
variáveis que mais irá usar. Esse menu será armazenado na variável CST. Para 
chamar esse menu personalizado, é só pressionar a tecla CST. Vamos, então, à 
criação do menu personalizado, contendo as variáveis que acabamos de criar. 
Pode-se criar um menu personalizado em cada diretório que você abrir. 


Criando um menu personalizado 


NMVX NMV 2N) 2N/ 
Nível 1: | AVX IVA C2NX C2NA 


TNX TNA FNNX FNNA) 


Digite CST e pressione STO 


Pronto. Está criado o menu personalizado. Para chamá-lo, é só pressionar a tecla 
CST. (ATENÇÃO. As chaves í ! são a função roxa da tecla +. Achou?) Se você 
estiver no SOLVE EQ UATION, para chamá-lo proceda do mesmo modo como 
para chamar o menu VAR: leve a barra de destaque para o campo de EQ, entre 
com ' ' e, em seguida, pressione a tecla CST. 

Para ampliar o menu personalizado ou suprimir alguma variável, proceda 
assim: pressione MEMORY (função verde da tecla VAR), leve a barra de 
destaque para cima da variável CST, pressione EDIT no menu do aplicativo 
(tecla branca da letra A), pressione novamente EDIT (no menu), inclua a nova 
variável (sempre com espaço entre as variáveis) ou exclua a variável que nào 
mais interessa, e para confirmar as alterações pressione ENTER três vezes. 
Pronto, vocé está de volta ao ambiente HOME, com as inclusóes ou exclusóes 
realizadas. 


A2.6. RESOLVENDO SISTEMA LINEAR NO SOLVE SYSTEM 


A solução de um sistema linear calculada no aplicativo SOLVE SYSTEM é 
uma solução LSQ. Se houver mais de uma solução, o aplicativo fornecerá apenas 
a de menor norma. Como sabemos, se o sistema admitir solução no sentido 
habitual, a solução LSO será a solução do sistema. 

Para entrar no aplicativo SOLVE SYSTEM, pressione SOLVE (função verde 
da tecla 7) e, na caixa de diálogo que se abre, escolha a quarta opção, que é 
Solve linear system. 

No campo da variável 4, devemos entrar com a matriz dos coeficientes das 
variáveis. No campo da variável B, devemos entrar com a matriz dos termos 
independentes. 


EXEMPLO 1. Resolva o sistema 


[2х + Зу = 5 
| х+2у= 


| 
UY 


Solução 
Aqui a matriz А dos coeficientes e a matriz В dos termos independentes são 


Za 5 


А = L 3 e B= 31 


Como o determinante 


гә 
ә 


E 


segue que o sistema é compatível, no sentido habitual, e admite uma única 
solução. Vamos então à determinação da solução. Para entrar com a matriz 4, 
proceda assim: leve a barra de destaque para o campo da variável 4; pressione 
EDIT no menu do aplicativo (retângulo correspondente à tecla branca da letra 4) 
para abrir o “escrevedor de matrizes”. Digite a matriz e, em seguida, pressione 


ENTER para mandar a matriz para o campo da variável 4. Agora, leve a barra 
de destaque para o campo da variável B, pressione EDIT, digite a matriz dos 
termos independentes e pressione ENTER para mandá-la para o campo de B. 


Leve a barra de destaque para o campo de X e pressione SOLVE (último 
retângulo da direita e correspondente à tecla branca da letra F) para obter a 


solução X:[ [1] [1]],ouseja,x=ley=1. 


Conclusão: A solução, no sentido habitual, do sistema é x = le y = 1. 


Observação 


X: MM] =|| 


EXEMPLO 2. Resolva o sistema linear 
EF Y 
х=у= 
EXE 


| 
p. — t 


Solução 


Observe que x = 1 e y = 1 é solução do sistema formado pelas duas primeiras 
equações, mas não da terceira. Logo, o sistema não admite solução no sentido 
habitual, mas admite uma única solução LSO, pois, 


" 1 
е vo E: 


ЕЕ 
VI — 


t2 bo = 


são linearmente independentes. Aqui a matriz 4 dos coeficientes das variáveis e a 


matriz B dos termos independentes são dadas por 


| 1 


А= |2 —1|е B= 


2 | 


1 |. 
4 


Procedendo como no exemplo anterior, obtemos a solução LSO: 


31 33 


(ATENÇAO. O resultado apresentado pela calculadora foi 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923]]. 


Logo a seguir mostraremos qual a mágica para transformar esses números em 


— — 

26 ` 26 

Observação. O sistema SA associado ao sistema anterior é 
> > > — 
V| ° V| X + V2 ° V| y 


SA: |ә ә >> 
VI . У Ж + У? . V5 y 


y — 


х = 


e, portanto, 


cuja solução ё Y = e v = . (Não é esta a mágica, 
26 26 
até que poderia ser! A mágica será mostrada a seguir.) 
Qual a mágica que transforma 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923] ] 


em E — Таах. е у = RE o Quando se resolve um sistema no 
26 26 
SOLVE SYSTEM, a solução encontrada é automaticamente enviada para o nível 


1, lá no ambiente HOME. Então, pressionando ON para voltar para o HOME, no 
nível 1, você encontrará a solução: 


Nível 1: Soluções: 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923] ] 


Bem. Para realizar a mágica, primeiro teremos que desfazer a matriz anterior, 
sem mexer nos números, OK!!! Para desfazer a matriz, proceda da seguinte 
maneira: pressione EDIT (função roxa da tecla +/—). Em seguida, apague 


Soluções: e todos os colchetes (sem mexer nos números) 


de modo que fiquem apenas os números, e pressione ENTER. Após essas 
operações, a situação na pilha deverá ser a seguinte: 


Nível 2: 1,19230769231 
Nível 1: 1,26923076923 


Agora é que vem a mágica. Para realizar a mágica, pressione: 


| (shift roxo) 9 NXT — Q (no menu do aplicativo) 


para obter 33/26. Conseguiu? Legal! Anote esse número. Em seguida, pressione a 
função roxa DROP (na tecla ao lado de DEL) para deletar apenas o conteúdo do 
nível 1. Com essa operação, o conteúdo do nível 2 desce para o nível 1. Agora, é 
só pressionar novamente — Q (no menu do aplicativo) para obter 31/26. A 
mágica acaba de ser realizada!!! 


A2.7. RESOLVENDO SISTEMA LINEAR NO AMBIENTE HOME. AS 
FUNÇÕES LSO, RREF E COL+ 


Na seção anterior, aprendemos a resolver sistemas lineares no aplicativo 
SOLVE SYSTEM. Agora, vamos aprender a resolver tais sistemas no próprio 
ambiente HOME. A variável LSO é que nos possibilitará tal façanha: LSO é uma 
variável reservada da calculadora, e, quando ativada, resolve sistema linear no 
sentido LSO, ou seja, a solução que ela nos fornece é uma solução LSO. Para 
acessar a variável LSO, digite: 


MTH MATR (no menu do aplicativo, tecla branca da letra B). 


Pronto, LSO é a variável que ocupa o último retângulo da direita do menu do 
aplicativo e será ativada pela tecla branca da letra E 

Para entrar com uma matriz no ambiente HOME, é só pressionar MATRIX 
(função verde da tecla ENTER) para abrir o “escrevedor de matrizes”. Digitada 
a matriz, pressione ENTER para mandá-la para o ambiente HOME. 

Para resolver um sistema linear no ambiente HOME, primeiro entramos com 
a matriz B dos termos independentes e, em seguida, com a matriz 4 dos 
coeficientes das variáveis. 


Resolvendo sistema linear no ambiente HOME 


Primeiro entre com a matriz B dos termos independentes; 
em seguida, com a matriz 4 dos coeficientes das variáveis. 


Para resolver o sistema, 


pressione LSQ (no menu) 
ou 


digite LSO e pressione ENTER 


EXEMPLO 1. Resolva o sistema linear 


Solução 


Aqui 


4 3 5 
A=|, 2 e В= |... 


Como о determinante da matriz А é diferente de zero (det4 = 5), о sistema 
admite solução única e no sentido habitual. Para determinar a solução, entre no 
“escrevedor de matrizes” e digite a matriz B. Após digitada, pressione ENTER 
para mandá-la para o ambiente HOME. Em seguida, repita o processo com a 
matriz 4. Estando a matriz А no nível 1 e a B no nível 2, pressione LSO para obter 
a solução [ [— 2,8] [ 5,4] ], ou seja, x = —2, 8 е y = 5, 4. (ATENÇÃO: Se você 
não mexeu na matriz [ [— 2,8] [5,4] ] e quiser passar a solução para a forma de 
fração ordinária, proceda como no final da seção anterior, para obter x = — 14/5 
ey=27/5.) 
ч 


Como prever antecipadamente se um sistema linear admite solução única, 
quer seja no sentido habitual ou no sentido LSQ? Como prever antecipadamente 


se um sistema linear admite infinitas soluções, quer seja no sentido habitual ou 
no sentido LSQ? Pois bem, a variável RREF, que é uma variável reservada da 
calculadora, nos possibilitará decidir antecipadamente se o sistema admite 


solução única ou não, quer seja no sentido habitual ou no sentido LSQ. O que faz 
a variável RREF? Quando ativada, essa variável realiza o escalonamento de 
Gauss da matriz que se encontra no nível 1. 

Dado um sistema linear, chamamos de matriz completa desse sistema a 
matriz obtida, acrescentando à matriz dos coeficientes das variáveis, como última 
coluna, a matriz dos termos independentes. Por exemplo, a matriz completa M do 
sistema 


| 3x+y=6 
x= у= 5 
|е 
3 1 6 
éM=|1 —1 5| 
2 3 2 


Sendo M a matriz completa de um sistema linear, chamaremos de matriz 
escalonada de M a matriz obtida com a aplicação da função RREF. A matriz 
escalonada da matriz completa M será indicada por ME. 


Solução de sistema linear 


Consideremos um sistema linear com p incógnitas e n equações. 
1. Se a matriz escalonada tiver p + 1 colunas e for da forma 


100..0d; 100..04| 
010...0 d» 010...0 d; 

ME = E ou da forma ME = ego 
000...1 d, 000..14, 
000..00 


então (dl, d2, ..., dp) será a única solução, по sentido habitual, do sistema. 
2. Se a matriz escalonada tiver p + 1 colunas e for da forma 


100...00 
010...00 
ME = xus ou ME — 000..10 
000...01 
000...00 


o sistema não admitirá solução no sentido habitual, mas admitirá uma 
única solução LSQ. 

3. Se ME não for de nenhum dos tipos anteriores e se ME não possuir linha 
do tipo [0 0 0... 0 1], então o sistema admitirá infinitas soluções по 
sentido habitual. 


4. Se ME não for de nenhum dos tipos 1 e 2 e se ME possuir uma linha da 
forma [0 0 0 ... 0 1], então o sistema não admitirá solução no sentido 
habitual, mas admitirá infinitas soluções no sentido LSO. 


Tudo o que está no quadro anterior, prova-se em álgebra linear. Se você já 
estudou álgebra linear, sugerimos provar o que acabamos de afirmar. 

Acho que a essa altura você já deve estar fazendo a pergunta: e onde está 
essa variável RREF? Para encontrar RREF, digite: 


MTH MATR (no menu) FACTR (no menu) 


Acho, ainda, que você deve estar falando com os seus botões: e eu vou ter 
que guardar tudo isso na cabeça? Não. O que você precisa é guardar pelo menos 
os nomes das variáveis. Se você souber o nome da variável, para ativá-la é só 
digitá-la e pressionar ENTER. Por exemplo, se quisermos escalonar uma matriz, 
é só entrar com a matriz, digitar RREF e pressionar ENTER. 


Como ativar uma variável da calculadora 


Digite o nome da variável e pressione ENTER 
ou 
localize o menu que a contém e pressione a tecla branca correspondente ao 
retângulo onde está a variável. 


L E 


Outro modo bem masis prático para se ativar uma variável da calculadora ou 
uma que vocë tenha criado é incluí-la no menu personalizado. 


Incluindo variáveis no menu personalizado 


Abra o arquivo MEMORY, leve a barra de destaque para cima da variável 
CST, pressione EDIT (no menu), pressione novamente EDIT (no menu), 
digite as variáveis que você deseja incluir, lembrando que entre as variáveis 


deve haver um espaço; pressione ENTER três vezes para confirmar as 
inclusões e retornar ao ambiente HOME. 


LEMBRE-SE: para chamar o MENU PERSONALIZADO, é só pressionar 
a tecla CST. 


Para resolver um sistema linear, precisamos obrigatoriamente entrar com a 
matriz B dos termos independentes e com a matriz 4 dos coeficientes das 
variáveis. Agora, se quisermos antecipar como são as soluções do sistema, 
precisaremos, também, da matriz completa M. Só que não será necessário 
digitar toda a matriz M: a matriz M poderá ser criada a partir das matrizes 4 e 
B. Vejamos como realizar essa proeza. Primeiro, para que não aconteça nenhum 
desastre, vamos colocar na memória as matrizes 4 e B. 


Colocando na memória as matrizes Ае В 


Digite no “escrevedor de matrizes” a matriz dos termos independentes e 
pressione ENTER para mandá-la para o nível 1 da pilha. Em seguida, digite: 


' B' STO 


(ou В STO se você tiver certeza de que a variável В não consta da memória) 


Proceda de modo análogo com a matriz dos coeficientes das variáveis, 
trocando, evidentemente, o B por 4. 


ATENÇÃO. Quando uma variável, digamos X, já está na memória com um 
determinado conteúdo e queremos utilizá-la para armazenar outro conteúdo, é só 
entrar no nível 1 com o novo conteúdo e digitar: 


' Х' STO 


que a substituição será automática. Se a variável X não consta da memória, para 
armazenar um conteúdo nela é só entrar com o conteúdo no nível 1 e digitar: 


XSTO 


Como fazer para colocar na pilha o conteúdo de uma variável que não 
armazena programa? 


Colocando na pilha o conteúdo de uma variável que não armazena 


programa 


Digite o nome da variável е pressione ENTER. Ou, pressione a tecla VAR 
(para abrir o menu das variáveis) e pressione a variável desejada. 


Como fazer para criar a matriz M a partir das matrizes 4 e B? Vamos supor 
que as matrizes já estão armazenadas nas variáveis 4 e B. Como dissemos 
acima, para entrar com a matriz 4 na pilha é só digitar 4 e pressionar ENTER; 
da mesma forma para a matriz B. 


Criando a matriz M a partir de 4e B 


Entre na pilha com as matrizes 4 e B, nessa ordem, e, em seguida, entre com 
o número da última coluna da matriz M (que é o número de colunas da 4 
mais 1) de modo que a matriz А estará no nível 3, a B, no nível 2, e o número 
da última coluna de M, no nível 1. Agora, digite: 


МТН MATR (no menu) COL (no menu) COL+ (no menu). 


ATENÇÃO. Inclua COL+ no menu personalizado (não pode haver espaço entre 


COLe+). 
EXEMPLO 2. Resolva o sistema linear 
2x + Зу – 7= 
xty-z- 
2x —y--F4z——1] 
5x + 3y+ 22 = 11. 


Solucáo 
Aqui, 
2 3 =] 8 2 $ =] 8 
1 1 =] 4 1 ==] 4 
A=|2 —1 4" B= Цем = |2 1 4 1 
5 3 2 11 5 3. 2 11 


Procedendo como dissemos anteriormente, digite a matriz B e armazene-a na 
variável В. Digite a matriz 4 е armazene-a na variável А. Para criar a matriz М, 
digite 4 e pressione ENTER para entrar com a matriz 4 na pilha; em seguida, 


digite B e pressione ENTER para entrar com a matriz B na pilha. Para criar a 
matriz М, digite: 


4 ENTER COL+ (no menu ou no menu personalizado). 
Se tudo correu “dentro dos conformes”, a matriz M deve ter aparecido no nível 1 
da pilha. Apareceu? Se apareceu (se não apareceu reveja anteriormente qual o 


procedimento correto) a matriz M, podemos determinar a matriz escalonada ME. 
Para criar ME, digite: 


RREF ENTER 


para obter a matrizescalonada, 


10 0 
ото 
0 0 l 


— — t> 


ME = 
000 0 


Assim, ME é do tipo 1 acima. Logo, o sistema é compatível e determinado, sendo 


x=2,y=1lez=- la sua única solução, no sentido habitual. 
ч 
EXEMPLO 3. Resolva o sistema 
2x + 3y — z = 
x+y—z=4 
2x— y+ 4: = –1 
5x + 3y + 27 = 10. 
Solução 
Aqui 
2 3 =l 8 2 ЭХ cl 8 
dei m go) Seist Lb dl 
2) =] 4r =i 2: -=l 4 + 
5 3 2 10 5 3 2 10 


A matriz 4 é a do exemplo anterior. A matriz B difere da matriz do exemplo 
anterior apenas na última linha; se você não apagou a matriz B do exemplo 
anterior, podemos substituir o 11 pelo 10, e para isso, digite: 


MEMORY (função verde da tecla VAR) 


Agora, leve a barra de destaque para cima da variável B, pressione EDIT (no 


menu), pressione novamente EDIT (no menu), leve o cursor para cima do 11, 
pressione DEL, digite 10 e pressione ENTER três vezes. Pronto, a matriz B já foi 
alterada. Como no exemplo anterior não armazenamos a matriz M, será preciso 
criá-la, e, para isso, proceda como no exemplo anterior. Estando a matriz M no 
nível 1, digite: 


RREF e pressione ENTER 


para obter a matriz 


O O = 
о-о 
= о о 
= ооо 


que é do tipo 2 anterior. Assim, о sistema não admite solução no sentido habitual, 
mas admite uma única solução 1.60. Para determinar essa única solução, entre 
com as matrizes B e 4, nessa ordem, e digite: 


150 ENTER 
ou 
pressione LSQ no menu personalizado 


para obter | [1,7222...] [1,13888...] [-0,8888...] | e, portanto, x = 1,7222..., y = 
1,13888... e z = —0,8888... . Convertendo para fração ordinária, obtemos: x = 
31/18, у = 41/36 e z = —8/9 que é a única solução LSO do sistema. 


Na próxima seção, vamos criar um programa que nos permitirá construir 
rapidamente uma matriz. 


A2.8. PROGRAMA PARA CONSTRUIR MATRIZ: A VARIÁVEL MATR 


O objetivo desta seção é criar um programa que nos permitirá construir 
rapidamente uma matriz. Esse programa será armazenado na variável MATR. 


Para criar uma matriz a partir de seus elementos, vamos precisar da função — 
ARRY. Para localizar essa função, digite: 


PRG TYPE (no menu) 


Para informar à calculadora qual o número de linhas (L) e qual o número de 
colunas (C), precisaremos entrar com a lista (L Cj, onde í | é a função roxa na 
tecla +. Já estamos em condições de construir uma matriz sem precisar entrar no 
“escrevedor de matrizes”. 


EXEMPLO 1. Entre com a matriz 


сл & Y л 
оом ш 
-113 — +. 


Solução 


Primeiro precisamos entrar com os elementos da matriz que devem ser 
digitados na seguinte ordem: primeira linha, segunda linha etc. Para entrar com a 


primeira linha, digite: 

5 ENTER 3 ENTER 4 ENTER 
Com a segunda linha, digite: 

2 ENTER 2 ENTER | ENTER 


e assim por diante, até entrar com todas as linhas. OK? 
Agora, precisamos informar à calculadora que a nossa matriz tem 4 linhas e 
3 colunas. Para isso, digite a lista 


143) 


e pressione ENTER рага mandá-la para o nível 1. Agora, digite: 


РЕС TYPE (no menu) — ARRY (no menu) 
Pronto: a sua matriz está montada. 
Seguindo os passos do Exemplo 1, vamos construir um programa que 
facilitará mais ainda as coisas. 
Programa para criar matriz 


Nível 1: <<' C' STO' L' STO 
(LC) > ARRY>> 


Digite: 


MATR STO 


ATENÇAO. Para entrar com — ARRY no programa nào é necessário digitá-la, 
basta pressioná-la no menu. Também, nào é necessário digitar STO, basta 
pressionar a tecla STO. 


Inclua a variável MATR em seu menu personalizado. No próximo exemplo, 
mostramos como usar o programa que acabamos de criar. 
ч 


EXEMPLO 2. Utilize a variável MATR para entrar com a matriz do Exemplo 1. 
Solução 
Primeiro, vamos entrar com as linhas como fizemos no Exemplo 1: 


5 ENTER 3 ENTER 4 ENTER 
2 ENTER 2 ENTER | ENTER 
4 ENTER 0 ENTER 2 ENTER 
5 ENTER 9 ENTER 7 ENTER 


Agora, precisamos entrar com o número de linhas e com o número de colunas. 
Então, digite: 


4 ENTER 3 ENTER 


Para construir a matriz, digite: 


MATR ENTER 


ou, simplesmente, pressione MATR no menu personalizado. Gostou? 
ч 


A2.9. UTILIZANDO O APLICATIVO FIT DATA PARA AJUSTE DE CURVA 
PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS Q UADRADOS. AS FUNÇÕES 
PREDXE PREDY 


Para entrar no aplicativo FIT DATA, pressione STAT (função verde da tecla 
5); na caixa que se abre, escolha a 3.º opção, que é Fit data... e pressione 
ENTER. Nesse aplicativo, você poderá, pelo método dos mínimos quadrados, 
ajustar aos pontos 


(x1, y 1), (2, y2), ..., (xn, уп) 
uma reta, Үг mx + q, uma exponencial, y1= qe"* uma logarítmica, ү=4+ 


“ a “ “ 


m In x, ou uma potência, y= g х". 

Digamos que o diagrama de dispersão dos pontos tenha o jeito do gráfico de 
uma função exponencial, então, em vez de ajustarmos uma reta, ajustaremos 
uma exponencial da forma y = де". Aplicando In aos dois membros de y = 

А “ ES . 
gen, obtemos In y= In q + mx. Fazendo, então, y In y e Q = In q, teremos a 
= . 


reta y = Q + mx. O que a calculadora faz, sem a gente ver, é exatamente о 


^ 


seguinte: ajusta, pelo método dos mínimos quadrados, uma reta É = Q + mx aos 
pontos 

(x1, In х1), (x2, In x2), ..., (xn, In xn) 
calcula o coeficiente de correlação desses pontos e toma q = 20. O raciocínio 


para os outros tipos de ajuste é análogo. 
Você pode, também, solicitar à calculadora que ela retorne, entre as quatro 


curvas acima, à que melhor se ajusta (Best fit) aos pontos. Nesse caso, ela 
retornará a curva cujo R2 estiver mais próximo de 1. (Lembre-se de que R2 é o 
quadrado do coeficiente de correlação.) 

Para escolher qual o tipo de ajuste que você quer, leve a barra de destaque 
para o campo de MODEL e, pressionando a tecla +/—, escolha a sua opção. 

É no campo da variável УРАТ que devemos entrar com a matriz dos pontos 
dados. Para entrar com a matriz, leve a barra de destaque para o campo da 
variável Y DAT e pressione EDIT no menu do aplicativo (tecla branca da letra A) 
para abrir o “escrevedor de matrizes”; digitada a matriz, pressione ENTER para 
mandá-la para o campo da variável УРАТ. 

Tendo entrado com a matriz e escolhido o tipo de ajuste, pressione OK (no 
menu do aplicativo, tecla branca da letra F) ou simplesmente pressione ENTER. 
Automaticamente, volta-se para o ambiente HOME, e na pilha, no nível 3, estará 
a curva ajustada, no nível 2 a correlação, e no nível 1, a covariância. Para ler os 
dados que aparecem nos vários níveis, pressione a tecla que move o cursor para 
cima (A) e leve o triângulo preto que aparece na frente do nível 1 da pilha para 
o nível que você deseja ler; em seguida, pressione EDIT (função roxa da tecla +/ 
—). Após ter lido todos os dados, pressione ON para retirar do visor o tal triângulo 
preto. 

Digamos que você queira ver o diagrama de dispersão e o gráfico da curva 


ajustada. Para isso digite: 
| (shift roxo) 5 


No menu que se abre, pressione PLOT (tecla branca da letra D) e, no novo 
menu, pressione SCATR (tecla branca da letra C). No visor aparecerá o 
diagrama de dispersão. Para fazer aparecer o gráfico da curva ajustada, 
pressione STATL (tecla branca da letra D). (Observação: SCATR = SCATTER = 
DISPERSÃO; PLOT = PLOTAR = ESBOÇAR.) Pressionando-se ON, volta-se 
para HOME. 


^ 
Suponhamos, agora, que você queira, na curva estimada, determinar y para 


um dado valor de x. Para isso digite: 


| (shift roxo) 5 FIT (no menu). 


Agora, entre com o valor de x e pressione PREDY. Se você quiser o valor de x 
para um dado valor de y, entre com o valor de y e pressione PREDX. 


Para finalizar a seção, vamos mostrar outro modo de entrar com a matriz no 
campo de УРАТ. Então, para entrar com а matriz dos pontos (xi, yi), i= 1, 2, ..., 
n, no campo da variável УРАТ, proceda da seguinte maneira: estando em 
HOME, entre com a matriz utilizando a variável MATR. Em seguida, digite 


' SDAT' STO 


Desse modo, armazenamos a matriz na variável УРАТ, e, então, ela estará no 
campo da variável УРАТ quando entrarmos no aplicativo FIT DATA. 
ATENÇÃO: Se a variável УРАТ estiver no menu de VAR, não será necessário 
digitar УРАТ: basta entrar com os dois tracinhos e pressionar 5 DAT no menu das 
variáveis. (ATENÇÃO: Para digitar УРАТ, pressione Y (função verde da tecla 
TAN), apague os parênteses que aparecem na frente de ) e digite, sem espaço е 
com letras maiúsculas, DAT.) 


42.10 AJUSTE LINEAR COM DUAS OU MAIS VARIÁVEIS 
INDEPENDENTES. AJUSTE POLINOMIAL 


EXEMPLO 1. Ajuste, pelo método dos mínimos quadrados, uma função linear 


то = ax + by + c aos dados da tabela 
<, 


Solução 


[ a+3b+c=2 
4a+5y+c=8 
3a+2b+c=4 
Sa+3b+c=6 
Та+2у+с=8 


Eum 


Aqui 


e 


> 

II 
Sinto Em 
ә ә о (л чә 
— — — шы M" 

бу 

! 
со ON оо N 


Procedendo como na Seção A2.7, obtém-se: 


32 ,.30 o c= 2278 
29° 29 145 


que é a única solução LSQ do sistema. Conclusão: 


32,30, 278 


1— —— 


29 29 * 145 


é a fungáo linear que melhor se ajusta aos dados da tabela pelo método dos 
mínimos quadrados. 


a = 


Ба» 


ч 
(Observação. O sistema auxiliar 54 associado ao sistema 5 anterior é: 
> > > > > > > > 
аур ° vl + bv) : v| + cv3 ° V| = b · у 
ам | => > > > > > > 
чау б vo + bv v + cv3 t və = b : və 
> > > > > > ә > 
ау ° v3 + Буу • va + cv ° Уз = b · уз 


onde 


vi = 


M UN + — 
l 

М чого Q чә 
5 { 
y 

бо DA ом 


A título de exercício, verifique que a solução do sistema SA é de fato 


32 30 —278 


a= —, b = — е c= —.) 
29 29 145 
ATENÇÃO. Para calcular os produtos escalares 


э э > > 


utilize a função DOT, e, para acessá- 
Vi ° y : е b ° Vi Ç р 


J 


la, digite: МТН VECTR (no menu) Por exemplo, para calcular 


— => -— s 
b · 


‚ entre com , com , € pressione DOT. 


Vi b vi 


EXEMPLO 2. Ajuste, pelo método dos minimos quadrados, a funçào polinomial 


de grau dois, V- ax2 + bx + c, aos dados da tabela 


Solução 


O sistema linear associado ao problema é 


a+b+c=8 
9a + 3b + c = 2 
1ба + 4b + с = & 
49a + 7b + c = 10 
64a + 8b +c = 16 
100a + 105 + c = 25 


que admite a única solução, aproximada, LSO 


Di 


а= 0,50933, b=-3,53305 e c = 10,143511. 


^ 
Conclusáo: y 0,50933 x2- 3,53305 x + 10,143511 é a função polinomial de 


grau dois que melhor se ajusta aos dados da tabela. 


42.11. A FUNÇÃO RSD. DISTÂNCIA DE PONTO A PLANO. DISTÂNCIA 
DE PONTO A RETA 


A função RSD (RSD = RESÍDUO) é outra importante função da HP-48G. 
Para acessála, digite: 


MTH MATR (no menu) NXT 


O que faza função RSD? Consideremos o sistema 


G11X1 + dj2x2 +... + ajpxp = bi 
арх + 452X2? +... + аруху = b) 


- 


аціх + a,2x2 +... + AnpXp = bp 


e seja (x10, x20, ..., xp0) uma solução LSO de S. Pois bem, a função RSD, 
quando ativada, irá nos fornecer o vetor 


E E; = b, — (ахо + ax +... + аррХро) 
E) = by — (ao1xi0 + 422Х20 +... + a2pX 
E = | | onde 12 7 > 7 (92110 + 422320 2pXp0) 
E, En = b, — (ад + Ap2X20 +... + anpxpo) 


que em notacáo matricial se escreve: 


Ej b а a2 «Gp | | хо 
Е-(|522|.-4|2|.-171 2 --G2p | |%0 

En bn Gal 4n2 ---Anp | | Хро 
Se El = Е? =... = En = 0, então (x10, x20. ..., xp0) será uma solução no sentido 


habitual. O comprimento || E || do vetor E é exatamente a distância do ponto P ao 
ponto B, onde 


anxio + a9X20 +... + бүрХро bi 

d21X10 + 422Х20 +... + а2„Х b, 
P= 21410 22420 2р^р0 ebs 2| 

AniX10 + а„2Х20 +... + a,pXp0 Bn 


Na HP-48G, a fungáo que calcula o comprimento de um vetor é a fungáo ABS 
(ABS = ABSOLUTO): 


Para acessar a função ABS, digite: MTH REAL (no menu) NXT 
O problema agora é como proceder para calcular E. 
Cálculo do vetor E e de ABS (£) 
Sejam 4 a matriz dos coeficientes das variáveis e B a matriz dos termos 
independentes. Armazene na variável X a solução encontrada. Agora, entre 
com as matrizes 
BAX (nessa ordem) 


Para calcular E, digite: 


RSD ENTER 


pressione RSD no menu 


ou ainda 


x — (vezes menos) 


Para calcular o comprimento de E digite: 


ABS ENTER 


pressione ABS no menu. 


EXEMPLO. Considere o sistema 


x+2y=4 
2x-y=5 
x+y=4 
x — y = 2. 


a) O sistema admite solução no sentido habitual? Discuta o sistema com relação 
ao número de soluções. 


b) Resolva o sistema. 


c) Dos pontos (x + 2y, 2x — y, x + y, х — у), x e y reais, qual está mais próximo 
de (4, 5,4, 2)? 


d) Qual a menor distância do ponto (4, 5, 4, 2) aos pontos (х + 2y, 2x — y, x + y, х 
— у), x e y reais? 


e) Faça “manualmente” o escalonamento de Gauss do sistema. 
Solução 


2 
-— 
| 
=l 


a) Entre com a matriz 4 e armazene-a na variável 4; entre com a B e 


armazene-a na variável B. Crie a matriz M e determine a matriz escalonada 
ME de M: 


А = е В= 


м P. Q S 


> 


1 

M=|2 7! 
1 1 
1 


en] 


Segue que o sistema nào admite solucáo no sentido habitual. Admite uma 
única solução no sentido LSQ. 


м + л + 
O 
ty 
II 


b) Entre com a matriz B, entre com a matriz 4, pressione LSQ (no menu) ou 
digite LSQ e pressione ENTER para obter a solução 


[[2,857142...] [0,714285...] ]. 
Armazene-a na variável X, ou seja, digite: 
' X' STO 


Agora, entre novamente com a solução na pilha (digite X e pressione 
ENTER) e passe-a para a forma de fração ordinária para obter 


20 5 
x= — ey= —. 
f Ы 7 


ә 20 5 
É só fazer ` = — a y = — em(x+2y,2x-y,x+y, 
7 
30 35 25 15 
T Yd X3 1 


próximo de B — (4, 5, 4, 2). 
(Observacáo. O ponto P poderia, também, ter sido obtido da seguinte maneira: 


X — y). Assim, 


é o ponto mais 


entre com a matriz 4, entre com a matriz X e pressione a tecla x, ou seja, obtém- 
se P multiplicandose a matriz 4 pela X.) 


d) Primeiro, precisamos determinar o vetor coluna E. (Lembre-se de que B — 


AX=B-P=E,onde X, Р е В estão sendo olhados como vetores colunas.) 
Para determinar E, digite: 


B ENTER 4 ENTER X ENTER RSD ENTER 


para obter 


-0,285714..1 (-2/7 

E 0 2140» 123 

: 0.428571... 7” их: 
-0,142857... 2177 


Para calcular o comprimento de E, digite: 


ABS ENTER 


para obter || E || = 0,53452. (Observe: |1 Е || = ) 


e) Multiplicando-se a primeira equação do sistema S por — 2 e somando-se com 
a 2^ multiplicando-se a 1.º equação por — 1 e somando-se com a 3.º 
multiplicando-se a 1.º equação por — 1 e somando com a 4.º, e, em seguida, 
permutando-se as posições das 2.º e 3.º equações, resulta: 


x+2y=4 x+2y=4 x+2y=4 

2x— у= 5 —5y=—3 -у-0 
x+y=4 © -уз0 e =5y=-3 
х= у= 2. -3у = –2 -3у = –2 


Multiplicando-se, agora, а 2.º equação (do 3.º sistema) por —5 e somando-se 
com a 3.º multiplicando-se a 2.º equação por —3 e somando-se com a 4º, e, 


em seguida, dividindo-se a 3.º por —3 e a 4.º por —2, resulta: 


So 
| | 
| |! 
N w 
oo 
| | 


Multiplicando-se a última equação por — 1 e somando-se com a 32, 
multiplicando-se a última por —4 e somando-se com a 1.º, resulta: 


x+2y=0 
y=0 
0=0 
0=1 


Multiplicando-se, agora, a 2.º equação рог —2 e somando-se com a 1º, 
obtém-se: 


x+2y=4 x+2y=0 
" c" m _ ui 
`\х+у=4 0=0 li 
х-у=2. 0=1 " 


Observe que a matriz M do último sistema é exatamente a matriz ME de S. 

Para finalizar a seção, deixamos para você a seguinte tarefa: dados um plano 
(uma reta) em forma paramétrica e um ponto B fora do plano (da reta), 
estabeleça um processo para determinar o ponto P do plano (da reta) que se 
encontra mais próximo de B e a distância entre B e o plano (reta). 


42.12. CÁLCULO DO COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO R2 


Suponhamos que 


t=axtby+tc 


seja o plano que melhor se ajusta, pelo método dos mínimos quadrados, aos 
pontos (xi, yi, Zi), i= 1,2, ..., n. Então (a, b, c) é a solução LSO do sistema 


ma+yb+c=az 
S: ха + yab + c = 12 


хаа + ynb + с = Zx 


Aqui о vetor E é dado por: 
E E=u-(mat+yb+c) =z- 4 
E = |P | onde ] Ё2 = 2 — (2 + yb + c) = 22 — £ 
E, En = Zn — (Xnb + y,b + c) = z, — Z, 
Sabemos que R2 é dado por: 
n 
A ixi 
(Z; Z 
R: = — 
n | 
"n 
> (22:01) 
i=] 


Sabemos, ainda, que 


> G sy 3-1) + y (52-20. 


i=l i= i=l 


n 


Temos, também, 


n 
Y (zi — Z 
i=l 


onde B é a matriz coluna dos termos independentes do sistema 5. 
Temos, então, a seguinte fórmula prática para o cálculo do coeficiente de 
determinação R2. 


n п 
2-1ЕР е Y G - 22 = У 22 -n MBR? 


і=1 i=1 


onde 


ATENÇÃO. Para calcular a média Z » proceda do seguinte modo: armazene a 


matriz В na variável Y DAT e digite: 
Shift roxo 5 IVAR (no menu) MEAN (no menu) 


Ou, então, pressione STAT (função verde da tecla 5), escolha a 1.º opção que é 
Single-var... e pressione ENTER (ou OK no menu). Entre com a matriz B no 
campo de УРАТ. Em seguida, leve a barra de destaque para o campo da 
variável MEAN e pressione a tecla +/— para confirmar sua escolha (na frente de 
MEAN deverá aparecer um vezinho). Confirmada a escolha, pressione ENTER. 


42.13. PROGRAMA Q UE RETORNA OS COEFICIENTES DO AJUSTE E O 
R2 


O objetivo desta seção é criar um programa, que será armazenado na 
variável BAN, que retorna os coeficientes do ajuste, bem como o coeficiente de 
determinação R2, a partir das matrizes B, 4 e do número n de pontos dados, onde 
B é a matriz dos termos independentes e 4 a matriz dos coeficientes das variáveis 
do sistema 5 associado ao problema. 


E 


Programa BAN 


Nívell:<<' N' STO' 4' STO' B' STOB A LSQ 
' X' STOB AX RSD ABS2 A ' Y' STO 
BABS2 A' U' STOB' YDAT' STOMEAN2 A 
N*'V'STO1YUV-/-'R2'— TG X' X' — ТАС >> 


Agora, digite:' BAN' STO 


Inclua a variável BAN em seu menu personalizado. 


EXEMPLO 1. Considere a tabela 


Determine a reta dos mínimos quadrados dos pontos dados e o coeficiente de 
determinação. 


Solução 


^ 
Seja ү= тх + а а reta procurada. О sistema associado ао problema é 


3m+g=7 
5т+д = 5 
s: | 6т+д = 3 
9т+д = 4 
10т+ д = 2 
llm+q=3 


Aqui, o número de pontos é n= 6, 


= 


10 
11 


Agora, entre com a matriz B, entre com a matriz 4, com 6 e pressione BAN, no 
menu personalizado, para obter 


1 
1 
А = P 
1 
1 
1 


Lo b3 E to (л oJ 


R2: 0,6701858 
X: [[-0,466216][7,418919]] 


^ 
Ou seja, у- -0,466216х + 7,418919 e R2 = 0,6701858. (Sugestão: Resolva o 


problema no aplicativo FIT DATA.) 
m 


EXEMPLO 2. Considere a tabela 


^ 
Determine o plano т = ax + by + c dos mínimos quadrados, bem como o 


& 
coeficiente de determinação R2. 
Solucáo 


O nümero de pontos é n — 7, 


ON з UA У 


> 
! 
єл со F3 У сын 
оо (AO O ON м > 
Lil... LLL LLL LLILLCAALLAÁLZIO 
o 
бо 
ll 
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Entre com B, entre com А e com 7 e, em seguida, pressione BAN para obter 


R2: 0,8490879 
X: [[-6,34715025907£ — 2] [0,71567357513] [4,03044041451 1| 


Ou seja, 5 - -0,0634715025907х + 0,71567357513у + 4,03044041451 е А2 = 


< 


0,8490879. 


42.14. DEFININDO FUNÇÃO NA НР-48С 


Nesta seção, vamos aprender como definir uma função na HP-48G. Para 
definir uma função, vamos utilizar a função roxa DEF (DEF = DEFINE = 


DEFINIR) na tecla STO. Vejamos, então, como definir, por exemplo, a função y 
=x2+3x+5. 


Definindo a função y = x2 + 3x + 5. 


Na linha de comando, utilizando letras maiúsculas para facilitar, digite у(х) = 
х2 + 3x + 5, em seguida, tecle ENTER; no nível 1 deveremos ter: 


Nível 1: 'YX)27X^2-43*X-5 


Agora, pressione DEF (shift roxo seguido da tecla STO). 


Pronto! A função já está definida. A variável Y já foi рага a memória, isto é, 
já está ocupando um dos retângulos do menu das variáveis. Para visualizar a 
variável Y pressione a tecla VAR е vá virando as páginas do menu até encontrar 
Y. Encontrou? Ótimo. No próximo exemplo, veremos como calcular o valor de у 
dado x. Para visualizar o conteúdo da variável Y ou proceder a qualquer 
alteração, faça como explicado anteriormente. 


EXEMPLO 1. Sendo y = x2 + 3x + 5 a função acima definida, calcule o valor de 


y parax=1,x=-2ex= " 


- 


Solução 


Inicialmente, localize a variável Y no menu das variáveis. Então, para 
calcular o valor de y, digite o valor de x e pressione a tecla branca 
correspondente ao retângulo ocupado pela variável Y. 


Digite 1 e pressione Y no menu das variáveis. No nível 1, deverá aparecer 9. 
Assim, para x = 1, teremos у = 9. 


Digite —2 e, em seguida, pressione Y no menu das variáveis. No nível 1, deverá 
aparecer 3. Assim, para x = —2, teremos y = 3. 


Digite: 4 ENTER 5 + e, em seguida, pressione Yno menu das variáveis. No nível 


1, deverá aparecer 8,04. Assim, para x = » teremos у = 8,04. 


5 


- 
= 


EXEMPLO 2. Defina a função z = x2 — 3y3 + 5xy e calcule z para os valores de 
x e y dados. 


а)х-1ву-2 
b) x=-5ez= -6,2 


Solução 


Definindo a função z = x2 — 3y3 + 5xy 


Digite z(x, y) = x2 — 3y3 + 5xy e, em seguida, pressione ENTER; no nível 1 
deveremos ter: 


Nívell: 'ZAXY-X2-3*Y3-5*X*Y' 


Agora, pressione DEF (função roxa na tecla STO). Pronto. A função já está 
definida. 


Agora, localize a variável Z no menu das variáveis. Lembre-se: para abrir o 
menu das variáveis, é só pressionar a tecla VAR e procurar Z, usando NXT se 
precisar virar a página do menu. Localizou 7? Ótimo. 


a) Para calcular z, é preciso entrar com os valores de x e у, nessa ordem. 
Digite: 1 ENTER 2 e pressione a variável Zno menu das variáveis, para obter 
— 13, que é o valor de z = — 13. 


b) Digite: -5 ENTER -6,2 e pressione a variável Z para obter —844,984, que é o 
valor de z, ou seja, z= —844,984. 


42.15. AJUSTE DE CURVA, PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS 
QUADRADOS, NO EXCEL 97 


Consideremos os pontos (xk, yk), k = 1, 2, ..., n. No EXCEL, podemos obter o 
ajuste linear, polinomial (até o grau 6), exponencial, logarítmico ou por uma 
potência. Os próximos exemplos mostram como obter tais ajustes. 


EXEMPLO. Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor 
se ajusta aos pontos dados. 


Solução 


Nas células Al a A9, vamos entrar com os valores de x; nas células Bl a B9 
com os valores de y. Após entrar com estes valores, marcamos a matriz Al: B9. 
Em seguida, clicamos no ícone Assistente de gráfico, para abrir o aplicativo 
Assistente de gráfico. 
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Neste Assistente de gráfico, escolhemos a opção Dispersão (XY) e, como 
Subtipo de gráfico, escolhemos a primeira opção, que é o diagrama de dispersão. 
Clicando em Concluir, obtemos o diagrama de dispersão. 
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A seguir, selecione o gráfico; na barra de ferramentas, clique em Gráfico e 
escolha a opção Adicionar linha de tendência. (ATENÇÃO. O menu Gráfico só 
aparecerá após selecionar o gráfico. Se ao lado do menu Ferramentas aparecer a 
palavra Dados, é porque você não selecionou o gráfico. Para selecionar a região 
do gráfico, é só dar um clique logo abaixo do retângulo que envolve a palavra 
Sequência 1. Para desmarcar, é só clicar fora do retângulo que contém a região 
do gráfico.) Clicando, então, na opção Adicionar linha de tendência, aparecerá a 
caixa de diálogo Adicionar linha de tendência, que oferece as várias opções de 
ajuste. Como o nosso caso é o ajuste linear, clique no quadrado Linear. (Se o 
ajuste for polinomial, até o grau 6, marque o quadrado polinomial e escolha o 
grau na caixa ao lado.) 
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Na caixa acima, clique em opções e marque as opções: exibir equação no 
gráfico e exibir valor do R-quadrado no gráfico. Clique OK para obter no gráfico 


a equação da reta que melhor se ajusta aos pontos dados e o valor de R- 
quadrado. 
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42.16. MÁXIMOS E MÍNIMOS NO EXCEL 


Pontos de máximo ou mínimo de uma função são determinados, no EXCEL, 
no aplicativo SOLVER. Para entrar neste aplicativo, clique em Ferramentas e 
escolha a opção SOLVER. Caso na caixa de diálogo que se abre não apareça a 
palavra SOLVER, escolha, nessa mesma caixa, a opção Suplementos, marque 
SOLVER e pressione OK para incluí-la na caixa Ferramentas. Caso em 
Suplementos não apareça SOLVER é porque não foram instalados todos os 
aplicativos do EXCEL. 


EXEMPLO 1. Determine o ponto de mínimo e o valor mínimo da função 
z= x2 + 3xy + 4y2 — 4х — 13y. 


Solução 


Observamos, inicialmente, que, pelo fato de se tratar de uma função 
polinomial de grau 2, tal função admitirá no máximo um ponto de mínimo. Por 
quê? Vamos representar as variáveis x e y, respectivamente, por Al e Bl. Na 
célula Cl, vamos entrar com a expressão que queremos minimizar. Na célula Cl, 
devemos digitar: 


= A1^2*3*A1*B1-4*BI^2-4*A1—13*BI 


Como o SOLVER utiliza método iterativo para buscar o ponto desejado, é preciso 
entrar com estimativas para x e para у (uma estimativa para o ponto de mínimo é 
qualquer ponto que esteja próximo desse ponto de mínimo). Vamos tentar as 
estimativas O para x e O para y. (Como z(0,0) = 0, z(0,1) = —9 e z(0,2) = — 10, 
nesse problema as estimativas O para x e 2 para y seriam preferíveis. Por quê? 
Em todo caso, vamos tentar resolver o problema com as estimativas O para x e O 
para y; se não der certo, tentaremos a estimativa (0, 2).) Entre com zero nas 
células Al e Bl. Agora, marque a célula Cl e, em seguida, clique em 
Ferramentas e escolha a opção SOLVER para abrir a caixa PARÂMETROS DO 
SOLVER. Ма caixa que se abre, em célula de destino, digite C1; escolha a opção 
Min; em células variáveis, digite A1:B1. 
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Agora, clique em resolver para obter — 1 em A1, 2 em Bl e - 11 em Cl. Assim, 
(71,2) é o ponto de mínimo e z = —11 o valor mínimo de z. (Observe que a 
função dada admite no máximo um ponto de mínimo, de acordo?) 


— 
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Gráfico e curvas de nível de z = х2 + 3xy + 4y2 — 4x — 13y 
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EXEMPLO 2. Determine os pontos de máximo e de mínimo de z = 2x — y com 
asrestrigóesx>0,x+y<3e y>x. 


Solução 


Como o conjunto А de todos os pares (x, у) satisfazendo as restrições dadas é 
compacto (confira) e a função dada é contínua, resulta, pelo teorema de 
Weierstrass, que tal função assume em А valor máximo e valor mínimo. 
Tomemos Al (Al = x) e Bl (Bl = y) como células variáveis. Em Cl, vamos 
entrar com a expressão que queremos maximizar ou minimizar Em Cl, 
digitamos: 


=2*A1- Bl. 
Em D1, digitamos: 
= А1+В1. 


Vamos primeiro determinar o ponto de mínimo. Parece que o ponto de mínimo 
deve estar próximo (ou é o próprio) de (0, 3). Vamos então entrar com as 
estimativas 0 em Al e 3 em Bl. Agora, marque a célula Cl e abra o aplicativo 
PARÂMETROS DO SOLVER, como no exemplo anterior. Em célula de destino, 
digite C1. Escolha a opção Mín. Em células variáveis, digite А 1:ВІ. Agora, clique 
em Adicionar para abrir o aplicativo Adicionar restrição. Em referência de 
célula, digite Al; escolha >=; em restrição, digite O (é a restrição x > 0), em 
seguida, clique em Adicionar. Agora, vamos entrar com a restrição y > x. Em 
referência de célula, digite Bl; escolha >=; em restrição, digite Al, em seguida 
clique em Adicionar. Para entrar com a restrição x + y < 3, em referência de 
célula digite Dl; escolha <=; em restrição, digite 3, em seguida, clique em 
Adicionar. Agora, feche o aplicativo para voltar para PARÂMETROS DO 
SOLVER, que deverá ter a seguinte “cara”: 
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Finalmente clique em resolver, para obter Оет АІ, Зет Bl e —3 em Cl. Assim, 
-3 é o valor mínimo da função e que ocorre para x = 0 e y = 3. (A nossa 
estimativa já era o ponto de mínimo.) Vamos, agora, determinar o ponto de 
máximo que deverá estar próximo do ponto (3, 3); entremos, então, com as 
estimativas 3 em Al e 3 em Bl. Marque Cl e abra novamente o aplicativo 
PARÂMETROS DO SOLVER. Escolha a opção Máx. (Observe que os dados com 
os quais entramos anteriormente não foram apagados.) Para determinar o ponto 
de máximo, é só clicar em Resolver, para obter 1,5 em Al, 1,5 em Bl e 1,5 em 
CI. Ou seja, 1,5 é o valor máximo e que ocorre para x = 1,5 e у = 1,5. (Veja 
Exemplo 2, da Seção 16.1.) 


EXEMPLO 3. Resolva o sistema 


x? +y=3 
x2+2xy+5y?=4, 


Solução 


Resolver o sistema é equivalente a determinar os pontos de mínimo global da 
função 


Дх, у) = (х2 + y — 3)2 + (х2 + 2ху + 5y2 — 42. 


De fato, se (х0, y0) for solução do sistema, deveremos ter /(Х0, y0) = 0, е, então, 
(x0, y0) será ponto de mínimo global de f, pois, para todo par (x, y), temos f(x, y) 
> 0. Reciprocamente, se (x0, y0) for ponto de mínimo de fe tal que fx0, y0) = 0, 
então (x0, y0) será solução do sistema. (Você concorda?) O gráfico da primeira 
equação é uma parábola com concavidade voltada para baixo, intercepta o eixo 
y no ponto (0, 3) e o eixo x nos pontos C43; 0)e CAI3: 0). O gráfico da 
segunda equação é uma elipse com centro na origem, intercepta o eixo x nos 
pontos (2, 0), (-2, 0) e o eixo y nos pontos (0, 2/, $) e (0,-2/,/$). О 
45 45 


sistema deverá ter 4 soluções. Estimativas para as soluções são: 
(2,2145) = (2,1), (2,-2/45)=(2,-1), (-2,2/N5)=(-2,1) 


-2,-2145|»(-2,-1) 


Solução próxima de (2, 1) 


Em Al, digite 2; em Bl, digite 1; em Cl, digite: 


= (A1^2+B1-3)^2+(A1^2+2*A 1*B1+5*B1^2-4)^2 


Marque Cl e entre em PARÂMETROS DO SOLVER. Escolha a opção Mín. Em 
célula de destino, digite Cl; em células variáveis, digite А1:В1. Clique em 
Resolver para obter: 1,6514 em Al, 0,2727 em Bl e 4,49 - 10-11 = 0 em Cl. 
Assim, x = 1,6514 e y = 0,2727 é uma solução, com 4 casas decimais, do 
sistema. 


Solução próxima de (2, —1) 


É só digitar 2 em Al, —1 em Bl, entrar em PARÁMETROS DO SOLVER e clicar 
em Resolver para obter a solução x = 1,9557 e y = —0,8247, com quatro casas 
decimais. 

Deixamos a seu cargo verificar que as outras duas soluções são: x = —1,4232 


е y = 09745; x = — 1,7839 e y = —0,1824. 
m= 


ATENÇÃO. Observe que nesse problema o que estamos fazendo nada mais é do 
que resolver a equação f(x, y) = 0. Então, em vez de escolher a opção Min., 
poderíamos ter escolhido a opção Valor de e entrado com 0 no retângulo ao lado 
de Valor de e proceder como se estivéssemos determinando o ponto de mínimo. 
Ou seja, a opção Valor de é a que resolve a equação. Resolva o problema com 
esta opção e compare com os resultados obtidos com a opção Min. 


Determinar estimativas, em geral, não é tarefa fácil. Quando o problema de 
máximo ou mínimo está ligado a um problema prático, é, às vezes, possível 
estimar, com margem de erro razoável, o ponto de máximo ou de mínimo. Mas, 
em geral, a tarefa não é nada fácil. Se a estimativa não for boa, o aplicativo 
poderá não retornar valor algum! Se a função for de uma variável e definida em 
um intervalo limitado, a tarefa será bem mais fácil: é só construir uma tabela 
com a variável independente percorrendo o domínio e variando, digamos, de 1 
em 1 ou de 0,5 em 0,5. Olhando para a tabela, é, então, possível determinar 
estimativa para o ponto de máximo ou de mínimo. Se a função for de duas 
variáveis, z = f(x,y), e definida em um conjunto limitado, um processo para 
determinar estimativa é o seguinte: Considere o menor х0 tal que a reta x = x0 
intercepte o domínio da função, considere a função z = fx0, у) e construa uma 
tabela com y variando de 1 em 1 (ou de 0,5 em 0,5) e de modo que o ponto (x0, 
у) permaneça dentro do domínio da função. Em seguida, construa a função z = 
fxl, y), com x1 = х0 + h, h > 0 e tal que a reta x = х1 intercepte o domínio da 
função e assim por diante. Olhando para as tabelas construídas, é possível obter 
boas estimativas para o ponto de máximo ou de mínimo. Bem, esse é um 
caminho. Faço votos que você descubra um bem melhor! No exemplo anterior, 
x0 = 0 e z = f(0, y) = —y; assim o menor valor de z = /(0, y) será —3 e ocorrerá 
em (0, 3) e o maior será 0 e ocorrerá em (0, 0). Tomemos, agora, х1 = 1; 0 
menor valor de z = fxl, y) = 2x1 - y = 2 — y será —1 e ocorrerá em (1, 3), e o 
maior valor será 1 e ocorrerá em (1, 1) e assim por diante. 

Para encerrar a seção, sugerimos ao leitor resolver todos os problemas de 


máximos e mínimos propostos no Cap. 16. Por favor, se alguma resposta nào 
estiver correta, avise-me e ficarei muito grato a vocé. 


42.17. BRINCANDO NO MATHCAD 


Para trabalhar no Mathcad é muito simples. A partir do programa instalado, 
se sua versáo for o Mathcad 2000, ao abrir o programa verá a seguinte tela:* 


< Mathcad Professional - [Untitled: 1] ME 
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Para iniciar, clique em View, na barra de menus, em seguida, clique em 
Toolbars: para gráfico, escolha a opção Graph; para cálculo de derivada e 
integral, escolha a opção Calculus; para entrar com desigualdades, escolha 
Boolean etc. 

Tudo o que você precisa agora é aprender a digitar expressão. Para começar, 
clique em algum ponto da página; no ponto clicado aparecerá uma cruzetinha 
vermelha. É exatamente neste ponto que a expressão a ser digitada começará. 
Como no Excel, todas as operações deverão ser indicadas. No Mathcad, o 
separador decimal é o ponto. Para entrar com expoente, digite ^ (acento 
circunflexo), como no Excel, só que no Mathcad será expoente mesmo. Para 
entrar com fração, digite / (dividir). O Mathcad trabalha com dois sinais para 
representar o igual: um deles é := (para entrar com este símbolo, digite : (dois- 
pontos)); o outro é = (para entrar com este simbolo, pressione simultaneamente 
as teclas Ctrl e = ou clique no ícone desigualdades e, em seguida, clique em =). 


Utiliza-se := para definir o valor de uma variável. Por exemplo: para entrar com 
x = 5, digitamos x := 5. 
Utiliza-se := quando queremos definir f(x, y). Por exemplo, para entrar com fx, 


y) = x + y, devemos digitar: f(x, y) =x + y. 


Utiliza-se o simbolo = nas equações. Por exemplo, para entrar com a equação x 
+ y = 5, digitamos: x + y = 5. 


EXEMPLO 1. Entre com a expressão х2 + 5ху. 
Solução 
Clique no ponto em que você quer começar a expressão. Agora, digite: 
x^2espagot 5*x*y 


para obter 


Clicando fora do retângulo, obtém-se: х2 + 5: x · y. 
ч 


Observação. Digamos que você queira trocar o expoente 2 por 3: clique ao lado 
do 2, apague o 2 e digite 3; em seguida, clique fora do retângulo para obter x3 + 5 


+ X * y. Para substituir, digamos, о 5 por 6, proceda da mesma forma: clique ao 
lado do 5, apague o 5, digite 6 e clique fora do retángulo. 


EXEMPLO 2. Determine o ponto de mínimo da fungáo 
z=x2+3xy + 4у2— 4х — 13у. 
Solução 
Entre com a função: 
Дх,уус-х2-3-х-у-44-у2-4-х-13-у. 


Entre com as estimativas: 


Agora, digite: 
Minimize (f, x, у) 


de modo que tenhamos 


Assim, (1,2) é o ponto de mínimo da função (que concorda com o ponto obtido 
no Excel). 
ч 


Antes de prosseguir, observamos que, para entrar com os sinais de 


desigualdade, devese clicar no ícone em que aparecem os símbolos <# рага 
abrir a caixa Boolean. Para entrar, digamos, com > é só clicar no símbolo >. 


EXEMPLO 3. Determine o ponto de máximo de z = 2x — y com as restrições x > 
O,x+y<3ey>x. 


Solução 


x=3ey=3 ё uma estimativa para o ponto de máximo. Digite: 


Дху)=2°х-у 
x:=3y:=3 
given 


x>20x+y<3y2x 


DET 
му, x y)=| ү: | 


Assim, o valor máximo da função ocorre para x = 1,5 e y = 1,5. 
ч 


ATENÇÃO. É indispensável a palavra given após as estimativas e antes das 
restrições. 


EXEMPLO 4. Resolva o sistema 
") 
(x? + y=3 
12 2 
x? + 2ху + 5у = 4. 


Solução 


Inicialmente, observamos que este sistema é o mesmo que o da seção 
anterior. Vamos apenas determinar a solução próxima de (2, 1). Digite: 


хэ2уз 
given 
х2+у=3 


x2+2:x-y+5-y2=4 


Е DES 
х,у)=\ 0.2727 


Assim, x = 1,6514 е у = 0,2727 é a solução, com 4 casas decimais, que está 
próxima de (2, 1). (Caso queira mais casas decimais, clique ao lado de y, em 
seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opção Result, 


escolha o número de casas decimais e clique em OK.) 
ч 


EXEMPLO 5. Esboce o gráfico de f(x, у) = х2 + y2 
Solução 
Digite: 
Дх, у) = х2 + y2. 


Clique no ícone assinalado na figura a seguir para abrir a caixa Graph e clique na 
superfície verde (ou então, na barra de ferramentas, clique em Insert, clique em 
Graph e escolha surface plot). Em seguida, no pequeno retângulo preto situado à 
esquerda logo abaixo do sistema de coordenadas, digite /, como na figura abaixo. 
Para obter o gráfico, clique fora do maior retângulo que contém o sistema de 
coordenadas. Com o mouse, você pode colocar a figura na posição que desejar. 
Para outras opções, dê dois cliques em cima do gráfico e brinque à vontade. 
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EXEMPLO 6. Calcule e X dx . 
—00 


Solução 


Clique no ícone integral para abrir a caixa que contém o símbolo de integral. 
Entre com a integral de modo a obter 


Para calcular a integral, proceda da seguinte forma. Se você quiser apenas o 
valor numérico, digite =. Se você quiser o valor exato, na barra de ferramentas, 
clique em Symbolics, em seguida clique na opção Simplify. Escolhendo a 


segunda opção, o resultado será . | гүй (Para calcular limites, derivadas e 


somatórias, utilize sempre a segunda opção, e divirta-se.) 
ч 


ATENÇÃO. Para entrar com o símbolo de integral definida, clique no símbolo 
respectivo na caixa ao lado; para entrar com o símbolo оо, proceda da mesma 
forma. O ângulo que envolve a expressão é controlado pela barra de espaço: se 
ele estiver envolvendo somente o último x, basta ir pressionando a barra de 
espaço que ele acabará envolvendo toda a expressão. Para encerrar, vamos 
exibir alguns gráficos construídos no Mathcad. 
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fx у) = 1 — G2 + y) exp (—0,1х? —0,1у?) f у) = (9 — х2 — y?) exp о? + у?) 


оо (| 
NONI 
Ху Ч Av 
} Q 


ШИ 
ШУ Kc 


2 
2x^y 


fG.y)- 


xi y + 0, 000000000000000000000000000000000000000000001 


(Foi para enganar o Mathcad!!!!) 
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RESPOSTAS, SUGESTÕES 


CAPÍTULO 1 


1.2 


a) Sim, pois, é contínua. 


b) Sim, pois, é contínua. 


OU SOLUÇÕES 


c) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 1. 


d) Sim, pois, é continua em [0, 1]. 


e) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 0. 


$ 


9 


- 


Não, pois, não é limitada em 0 -- 
` 


л 


g) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 0. 


hy Não, pois, não é limitada em [— 1, 1]. 


CAPÍTULO 2 


21 


1. a)2+in2 


х 


х 
а) | 70а = 
0 


1 dt 


b — 


с) 


se 0=x=1 


x 
[ras foa sex>1 
o 1 


" 
dj f Q) = 4 1º 
0 


х 
o 1 


ы > 
Í t^ а se —1 


Parf 2 dt 


d) xse0<x<1,2x-1sel<x<2e3x-3sex>2. 


2.2 


se (=x=1 


E +Inx se x>1 


a) F(x) 


b) 
d) 
1 
Osex<l 
FO. lex» 
f 


c) 


2x se x «0 
Е(х) = 
Osex>0 


е) 


G5 ow -2«x«0 
Е(х)- 2 


-e X+ 1 se x>0 


8 


, 
= 


a) Е (x) =". xe R 


b) Ё х) -х,х € |. 2 


3.4) х? 1 
b)x<l 
c)-2«x«2 
d)x>2 
3 
Ж” 
+ gm se x&l; x? se x«1 
Е(х) 54 2 F (х) -42 
a) F(x) 1 (x) 2 axi 
—+2 Inx se x>1 х 
F(x)— F(1 F(x)— F(1 
b) Nào: lim EO + e lim Жо) E 3 
x1 хо х- 1 Жее] 
5.а) Еү)-ххЄ Р (x) = Дх) para x #1 
b) F'(1) = 1z/0) 
2.4 
1. a) Е) = b) F' (a) = sen х? с) F' (ху) = —cos 4 
14 xŠ 


4 , 2 3x? 2x 
d) F' (x) = 2x sen x e) Ё (x) = 2 cos 4x Ji F'o)-——.--— 
Stat SEN 
2(* g d cdd шиг 2, 
g) Fo- EI! es да+ хех 0) Р(х) = 2х Ї e” dtre 
' o 
3 54 2 
i) F' (x)= — arctg x p FG =Í et dt. 
o 


2. Crescente em |-00,-21 e em (0, +oo[; decrescente em Г-2, 0]. 


t2 


9 


@(x)= e 2 


4. Sugestão. Verifique que [F(x) — F(-x)]' = 0 em [-r, r]. 


6. Integrando por partes: 
І ж x Tou 
| F(x) dx = x ef dt -[ xF'(x) dx 
0 1 0 0 
. ] 2 
— [cos z“ — 1] 
2 
CAPÍTULO 3 
3.1 
a) i b) 1 
1. 2 
1 
с) — d) +0 
5 
1 
e) 1 0 => 
s2 
1 л 
8) > h) > 
z^ dL zs d 
т), = y = 
2s : 3 
1 
D +0 m) 5113 


3.2 


n) 


р) 


ШИ 


3.4 


l.a) converge 
b) diverge 
c) converge 
d) converge 
e) converge 
f) converge 
8) converge 
h) converge 
i) converge 
j) converge 
1) converge 
m) converge 


3.a) diverge 
b) converge 


41 


c) converge 
d) diverge 


4) х 
F(x) = 0 para x < 0, F(x) = — para 0 <x <5 е F(x) = 1 para x > 5 


b) F(x) = 0 para x <0 e F(x) = 1 — e-x/2 para x > 0 


с) X 1 -x 


€ 
Е(х) = para x <0 e F(x) = 1 —. e parax>0 
2 2 
2 2 
JG@)=——pr x real 
п(1+4х-) 
3 4 
1+ 
1/24 ————— n) 


43 


Lw a+b (b— a)? 


E(X)= e Var(X)= 12 
» 1 3 E 


E(x = — e Var(X) = «-- 
2 4 
c) Ex = 2 e Var(X) = 2 
44 


1 ((х-50)/4 2 1 ((х-605 2 
3, Ї e dz | e? de logo, x=10 


8) === = 
27 


lar J-> 
b) x<10 


4.5 


4.6 


4.7 


солив 
1 04 —0| 

CAE bo 
du 027 


(1) 
N- 
&»-7——,y 0 
33 y2 
- \. 
fln у) 
¿== paray>0 e Ду) =0 para y=0, onde f(x)= 


(70,5)! = Г(1 + (70,5)) = Г(0,5) = 


já T 


para 02+ d 


к no? — „—(5-и.)?/2е?. 


21202 
e (Gn) 205 


ox2r 


а 2n+1 " (2n —1)! 


+0 +0 
b) = | e ах e уагд- |, 2хе—® 


2 
b) E(X)= 


1 n TT 
222-1 (n—1) ` 


e Var(X)= ы 


dx — [EQOP 


E 
2 


- 


CAPÍTULO 5 


51 
1 1 1 
1. ax-ke-—e Ьух=ё——3 с) х= ke! —— cos t + — sen t 
J 2 2 7 Я 
а) х= ke? —-— cos t + — sent e x="[k+1] Р x=ke— 5 


ud 2 zd x zin do. d 
8) х= ke! + —cos2t A sen2t 0) xo ke?! +— i) yoke" e —x-— 
5 4 3 9 


7 - 3 1 
p sk i J q- ke Loa my LL 
10 10 2 2 
2 1 
E 
оух= ke 2 +t-2 p yc ele 


3 E 
Lord sendo з) x= ke! ple 
I 10 4 


2. 8р0, onde p0 é a população no instante г= 0. 


3 dT 
A equação que rege o resfriamento é = Q ( T - 20) 
dt 
onde а é a constante de proporcionalidade. T(t) = 90eat + 20 onde 
а = — In — 
2 3 
R 
9 --4 
4. а)ї---11-с L 
: 1 É 
b) i= ————_[264те * — 264 т cos 120 zt + 11 sen 120 zt] 
1+ 57674 


5.2 


53 


5.4 


a) x= Ае + Be! b) x= e! (A + Br) = 
d) х= A + Be" e) x= Ae?! + pet 
Ae + Be * 


8) y = 
Л у= Ае VOX + Bevóx 
i 5 
= -2 
п) x= Ae! + Ве? о) x=A+Be 3 
1 2 1-1 
a) х=—е + — e" 3 b x=-—+-e*% 
3 3 2 2 
2 го p 
a) шин! 2 t+ Beaj 2 t 
b) х= Ae-2t+ Be-3t 


с) у= А+ Belt 
d) y = e5t[A + Bf] 


A equação que rege o movimento 


mi = — 2x — x ou X + 2 


, pois. m = 1. 
a) x(t) = е—1(1 + 1). Desenhe o gráfico. 
b) x(t) = (1— e-t. Desenhe o gráfico. 


x(t) = (2 eJe-2t+ (2e — 3)e-t 


1.a)a—--2e b=2 ba--5eb-12 
а l b 2 4eb=0 
Jg Saes dis e) a= —4eb = 
5 
gast e past e p-l 
3 1 2 2 
2. a) ti Cp [ae x 
З 1 
e) + wi 1) 25:23 8) = 
i +421 д 2 p 251 


с) x= Ae! + Be? 
D x=e (А + В) 
i) y=A+ Ве" 

m) x cA Bt 


с) у= (1 = де! 


да partícula ё: 


х+х=0 


d) -1 +42i 


i h+v5i 


1 


. а) e (A cos2t + B sen 21) b) Acosv5t+ Bsenv5t 


1 


t /3 m UE 
c) e 2 (A cos 2—1 + B sen D а) Ae! BENS! 


е) Acos3 + B sen 31 р e (А cost + В sent) 8) e! (A +В) 


1 
t 


2 


Е Е ci ju 
h) A + Be `f De 3 (A cos t + B зеп!) pel E E t+ B sen ~ 


D Ae + Be! m) e° (A + Br) n) A cos 21 + В sen 2t 


Ë cos 


q) Alda + BeN! p) ellacos/51+Bsenv/51] s) e А [А cos 27 + B sen 2f) 


uL p) Acosa t + Bsenvat 


. a) х= leen 2t b) —е ' (cos t + sent) 


d) —cos t + 2sent 


1 5 = 
ai j / 
463 |а ga 
2 7 


3. x (f) = —2 sen 21 — cos 21 4. х@) =e sent 
>з + B 
5. fi) = i e2 Sli. cg 
6. x=etsent 
7. a)c»2 
5) с-2 
с) 0<с<2 


5.5 


/ [ 1 = B 1 1 
1. a) AeY3 ! + Вет 3 ! — — cos 3t b) Ae 7! + Bte” + —1—-— 
12. 2 4 
t 14521 m — 8 2 
c) Ae + Bte tore d) Ae + Be tss 
e) e (A cost + Bsen) + 2 f А + Be + 2i 
1 3 7 
8) A cost + Bsent — t cos t һу де + Bl + Te 
А E O 5 1 1 
i A+B ——15——1°——[ Л А соѕ 31 + В sen 31 + —sen t + —cos t 
3 3 9 8 4 
Е а 4 
D Ae + Bte ` ——cos 2t + — sen 21 
25 25 
т) А cos 3t + B sen t — ct cos 3 
2t -x , 1x 21 -2_8 
п) Ae” + Be Xue 0) Ae” + Be Bro 
2,2 1 22001 
p) А + Ве + — cos 3t — — sen 3t q) А + Ber = g 
39 13 
r) А+ Be Lie” 5) A Be! - 3, 
1 
2. A cos wt + B sen wt — — t cos wt 
2w 
2 
3. a) —cos 21 EI sen 21 Eoss t b) nf +51] 
3 2 3 2 
5 5 5 
o Lisa d) -cosu—L sen 2t + 2% 
4 13 26 13 
4 2 1-2 t + (wŠ — w° sen wt] 
ria aa. a a (PV COS WM Wà — w ) sen wi]. 
P (wg — w2)? +4у?и? Y 9 
5. Sugestão. Considere os casos w = w0 e w и0. 
CAPÍTULO 6 
6.3 
1. (у) = (1,2)+ А(—1,1)„АЄ R 2. һу)=(1,—1)+А(2,1,АЄН 
> 
з. u=(-2,3) 4. ®»=[у.1)|+А‹-2,з,А ER 
> > ә 5 
5. a) u= (2,1) b) и-(-1,1) e) и= (5,2) d) и = (2,1) 


> > > > 
6. а) n=(2,1) b) п = (3, 1) с) п = (1,3) d) п = (2, 3) 


10. 


12. 


13. 


14. 


6.4 


‚ а)(х,у)= (2, -5) + MI, 1),2 € R 


b) (х,у) = (1,-2) + XM-1,2), À € R 


‚ 9 (x,y) = (1,2) +1, 2), лер 


b) (х,у) = 2, -2) + 1,3), € R 


„ а) (2,1,3): [(x, y, 2 — (1, 1, 1)] = 0 ou 2x + y + 3z= 6 


b) (2,1,2) : [(x, у, 2) – Q, 1,—1)] “0о12х-у-22-5 


а) (x, y, 2)=(0,1,-1)+4(1,2,-1),2 € [y 
b) œ y, 3 =(2,1,-1)+4(2,1,3),2 € R 


(х,у, 2) = (1, 2, -1) А (3, 0,-3),2 € (2 (tal reta é paralela à direçãao 


de? =(3,0,-3) 
и Лу 


dm = (5, -4,—3) 
- pes 

di "(42,8 
и ХУ 

y> A D] =Ooux-y+z=0 
TRA v 

b) 5 С, у, z) — (0, 1,2)] = 0 ou — 4x + y + 32= 7 
upMAa 

2. a) 45 ы үа e) 5 4) ML 

зи fu +u +u > up —dudej: 


u3 +иў >=0= u +u + иў >u? = u? + ul + иў up) De modo análogo, 
- > 
tem-se: ll ull Lu, Ге u 21и, 1. 


> > > - > > > ‚ ә > - > 
. a) llull=l(u — v)+ vili u — v Ї+ЇЇ v ll ouseja,ll u — v 2 и!-1У1. 


p 


ХЭРГЭЭ c. SY гю =й чэ, рч Se чю icd 

9 w=au+Bv = изи = и (аи +Bv)=alu> и) +В(и v)= има, 
Ээ жж. Фа БЭР" БЭР" 

pois, u + u =lulÊ=1e u у =0. Demodo análogo, obtém-se v + w = В. 


12. Sejam a e f dois reais quaisquer tais que a mh В = 0 . Segue que 


6.5 


Ro но Бал?" E qe 5-0 
и u v и Ои и u у 


e, portanto, а = 0. Do mesmo modo, “(a +B = t e, 
» uv у 0 
> > оэ 5 
portanto, a( + )+ pt + ) = 0; logo, B = 0, pois. 5 -0 
, , , , 
> и у y vou 
e š = 1. Fica provado, assim, que quaisquer que sejam os reais a 
vv 
ER IA Жи. — " 
еВ, a = = а= B = 0. Portanto, e são linearmente 
иу O у 
independentes. 
>> > ә, 
u-v 2 (u. у)? 
17. cos0g=—— 00 =< m sen 8-1—- — ———; 
Muy їнї? 


EFE = э | "TTE 
МПа VI = Cu v)? y(u? +и3 4-4 уур +3 +у$)—(цу +иуу; +usva)2 


sen 0 = 


> > > > 
Wu MI vll Muy 
_ \(изуз = изу»)? + (изи — uva)? + (цуу = uvi)? _ Ilu A vll 
di > > ХЭГ ONCE AS 
ШИШЕ Mu HIE v HE 
a) E aberto 


b) Não é aberto 

с) É aberto (conjunto vazio) 
d) Não é aberto 

e) É aberto (conjunto vazio) 
f) Éaberto 

g) É aberto 

h) Não é aberto 


a) (хуу) E R? |х2+у2<1} 
5) ф 

c) {(0,1)} 

d (ху) € g3»*»2n 


е) 16у) е п? =1,1<у<2} 
p g? 
7. a) É fechado 
b) Não é fechado 
c) É fechado 
d) Não é fechado 
e) É fechado 
f) É fechado 


8) É fechado 
h) Não é fechado 


CAPÍTULO 7 
7.1 


п. 


10. 


7.2 


b) 


1. a) 


7.3 


7.4 


9 
"A 
95. <1<-=1042<1< q 


b) — <t< 
2,42;* 


а) 31+ tsent + 212 

b) (e-tt, e-tsen t, 2e-1) 

с) (t— 6,sent- 25,2 — 212) 

d) (t2 sen t- 21, 6—13 sen i2 — 3 sent) 


— 
abris М =з 
i Jj K 


о) 


(к) 


+4k 


151 124 t- 124 i>i t 


E fr -1 2a t-l 
1. a) lim F(= (im ы , lim 2, lim | 
= 
b) (3,2,0) 03i n 


2.a) lim [FO + G(] = | lim [R () +G,())..... lim [E, (1) + G, 2 


бә бәк кәк 


ә, > 
= (а by a + by sap t b) a + b 


b) lim f() F(t) = | lim fo B (0). lim f(t) R (t). lim roro) 
кә бәк 217 15% 
> 
= (Lay, La), Lay) = La 
с) lim Р) ^ G= lim (F,(0 Gs (0) — F3 (1) G; (0, Fa (0 Су (0 — Еу (t) G3(0, 


бәк бәк 


E UIN 
F| (f) G> (t) — F (t) G) (1)) = (a3ba — азр. azb; — аа, ар — ab)=a A b 


3. a) temo 
b) teR 120) 


5. a) limitada 


> 
LF(0- Gs IFON IG (lle lim H F (0 : 1 соп =0 
1H 
; pelo teorema do confronto, ° 
— — 


= — 

lim | F()- G( |= 0:logo. lim Е():0()-0, 
t> to t— to 
Cmo g continua em [a, b], igo também será. Segue que Т 


(211 é limitada em [a, b], ou seja, existe M < 0 tal que || F” <M em 


[a, b]. 
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a 2 
l. a) ые 6t, —e7* 2 ин бе" 2-2. 
а 144) а? Miry 
dE 2 > 55.2 ЁЕ -2> as 
b) —=—F i —2tsen t ¡4+3k;—=-—— i — (2 sen t“ +41% cos t“) j 
dt з di? эг 
> 


dF > > „> > > „> 
с) Pu E і —4sen4t j 42672 k; —25зеп5/ i —l6cos4t j —4e7% k 
it 


2. a) (x,y,z) = B 


Llasa (4.1.4) лев 
2 2 4 4 


x,y,z w) = (1, 1,1,1)+ A(1.2,1,2),A € R 


r 
3. Seja F=(F ,F vs: seno FO en 1, resulta F. = 0 em I, 
12 i 


para i = 1, 2, ..., n. Segue que existem constantes kl, k2, ..., kn, tais que 
Fit) = ki, para todo t em 1, (i= 1, 2, ..., n). Portanto. F(t) = k em 1, onde k 
= (КІ, k2, ..., kn). 


4. -> 
= dF a 
Verifique que F (t) ^ — (t)] = 0 =m 2, 
dt dt 
use o Exercicio 3. 
5. Sugestão: para 
E r нэ ЕЗ 
120,1 г l= yt eo r (D- r (D =t. 
> * a E E > 
arto dias De 
dt dt 57 
b) Y ()= —senti +costj + E: а@= 2 = conti —sentj 
Sy НУЧУ d) v O= vo+ ао; a (= ао 


9. a) =, = =$ 
I Т(01-1, Т(0-1()-1,4а2 
— 
ETIN dT 
T e — 
dt 


b Sugestão. o = OTO. 
v T 


= 
dT 
dt 


CY d 


sào ortogonais. 


2 


> t? > > > 
12. a) r (= cA i+ j+2tk 


> > 1 > > 
b) r (0) = (2— cost) i + TE +(2+In(t+ 1) k 


Fd 1 m —? Fd 
c) r (0 = — arctg 2t i +(l-e )j+(0+1)k 
7.6 
1 2 5 
1. a) Ї [tie jldt= 
m> 25 
- 4 ^k 
b) 51 +2% 
5 зүэ 12 
2 0-oi+ (e) 7-35 b) — +e 
2 2 2 
3. Observe que 


-» t t й 
G = [50 4... f. Е, (5) 45 | • 


aplique o teorema fundamental do cálculo. 
> 


4027 +2] ek b) In27 + 


77 


l 1 f f 
1. a) z41 45? + In (27 + ү1+4л?) b) 45 


л 
т ——— E 

c) Í ү! + el qi | 4 | + (cos 0) 2 sen 1 de = 
0 arctg e” | sen Ө 


pepe == 
= у nyl H er 


14-42 
y q + 2 5 р 
d 3301-е] е) 7 +l+qyl+e – y2 
1+ 41+ е2 
f 4 
2 3 Ч 
6. a) | Е +1, za -1) b) $6) = (2 соз 2,2 sen 5) 
413 413 2 2 


CAPÍTULO 8 


81 


1. ql 
b) 3a+ 2x 
c) 3 
4) 2 


2. а) (сэ) € гу2|х#-2у} 
pu 


Y 


p 


. a) b) 


e) f Ixi-Iylz0 e-IxIsyslixi 


g h) 


Дх, y) = ах + by, onde a e b devem ser determinados de modo que /(1, 0) 


= 2 e 0,1) = 3. Tem-se a = 2e b = 3. Assim: f(x, у) = 2x + Зу. 


5. a) homogênea de grau zero. 
b) homogênea de grau 2. 
c) não é homogênea. 
d) homogênea de grau —2. 


Р B B B ы 
6. a) /(443,4) = (e 43 6. ЗЕЕ { |ы =32 43. [ane que 


[a ds 


b) f(0.3) = 32/(0,1)-0 


e fG.y) = ух + у? 2 | ын + y? 


8.2. 


1. aql1-x2-y2=coux2+y2=1-c(c<l) 


b) x+3y=c 


Ax! жу! -с 7) 
paraboloide elíptico 


d) As curvas de nível são circunferências com centros na origem. 


х 


e) As curvas de nível são retas paralelas a x + y = 0. 


ы 


х 


f) As curvas de nível são as circunferências х2 + y2 = 1 - c2, com 0<с 
<l. 


O gráfico de g é a parte da superfície esférica х2 + y2 + 22 = 1, 
correspondente a z > 0. 


y 


x 


g) x2=c(0<c<1l);x=-.C 


h) » 


x 


i) As curvas de nível são as circunferências x2 + y2 = c2, c >0. 


x 


j) y = х ёа curva de nível correspondente a c = 0. Para c > 0, a curva de 
nível é o par de retasy = x + 4C ey=x— 4C . 


D As curvas de nível são ав elipses x2 + 4у2 = 1 - с2 (0 <c < 1). 


z 


27112 


y 


— 


х 


т) А8 curvas de nível são as circunferências 


n) As curvas de nível são as circunferências 


х 


o) As curvas de nivel são retas x = c (c > 0). 


2. a)x-2y=c(c ER) 
7 y 


C = —— = y=c(x-2),x 42 


x—2 


Imagem de f = R Imagem de / = R 


e) 1» с)у-(1-с)х(с € R) 
d co-D-x(c € ) 


! def=R 
Imagem de /= R magnm oer 


e) ху-с(сЄ| ) 
9 х2-у2-(сё| 


Imagem de f = R Imagem de / = R 
8) 4x2 + y2 = c(c >0) 
Л) c = 3x2 — 4xy + y2 


Imagem = [0, + «el у=2х+ ya +c (c€ R) 
Imagem = R 


y 92-0-ex2(0sc51) 


Sec=0,x=0 
j Sec=0,x=00uy=0 . 
| ә 
secs, Ж ү1-4с" 
у= х 


t 
[E 
pert] 


Imagem — 2. 
imagem = | ——, 


4.4) K1,1)=3 é é o valor mínimo de f. Não admite valor máximo. 
b) Não admite valor máximo, nem mínimo. 
e) Zero é o valor mínimo de f; este valor é atingido nos pontos (x, 0), x > 
0, ou (0, y), у > 0. Não há valor máximo. 
d) Valor máximo: 1; este valor é atingido nos pontos (x, 0), x £ 0. O valor 
mínimo é zero, que é atingido nos pontos (0, y), y #0. 


e) 12 


fi -.-0/3- é o valor mínimo de fem 4; f não admite valor 
A BE X 


máximo em 4. 
f) 2é o valor máximo, que é atingido em (0, 0): (0, 0) = 2. Não há valor 


mínimo. 
9 1 1 E " 
f T— —— |= — 6 0 valor máximo; 
24 2 ү г. 4 
1 


f - = | = — — é o valor mínimo. (Sugestão. 


2/2 42) 4 
g(x) = хү! - 4x2 > 23 Тогпесе 
2 
os valores de f'sobre o conjunto 4x2 + y2 = 1, y 20.) 
5.4) 10,0) = 3 é o valor mínimo e 2, 0) = 7 o valor máximo. 
b) f1,3) = 4 é o valor máximo e f(0, 0) = 0 o valor mínimo. 
с) 
А-1, 1) = —— é o valor máximo e f(0, 2) = —2 o valor mínimo. 
- 


Y 11 


| a_i 
13,0) = 0 é o valor mínimo e £ — — | = — é o valor 
4^4) 3 


máximo. 


(3,0) z =Cmín. 


6. Oque se quer são os valores máximo e mínimo de z = (5 — 1) (2 + 3) em 
92 


[0, 4]. Altura máxima: 24. Altura mínima: 


21 


13. а) 


4х? + 9y? = 36 


и. 


b) Ponto de mais alta temperatura: 


5 25 
= ? > eoe de mais baixa 


5 24 
temperatura: [- É 25) 


ss 


1. а) É uma esfera de centro (0, 0, 0) e raio 1. 


b) É o semiespago abaixo do plano z = 1. 


to 


CAPÍTULO 9 


91 


1. а)0 
b) Não existe 
с) 0 
4) Não existe 
e) Não existe 
J) Não existe 
&) Nào existe 
h) Nào existe 


5. Não existe. 


6. lim 
De ij — @ g(u) = L segue que para todo € > 0, existe 31 > 0, tal que 


@ 0«|u-a|«8, lg) -L| < € 
lim 
De (x, y) — ( Xg» Yg /хуу) = a, segue para o 81 > 0 acima, existe 
6 > 0 tal que 
0< оу) = (x0, YO|| < 8 = у) — al < 81 
Como a € Dg e Im f C Dg, resulta f(x,y) £ a para todo (х,у) € Df. Assim, 


@ 0 <ll(x,y) — Gg. y 1= 5 0 < 1/0, y) — al ё. 


De@Qe@: 0 <ll@G,y) — (хо. yo) | < 8 = lg (х, у) — LI < e. 


7. | 
8. 0 
9.2 


а 
y) e RZ 12х2+32<6) 


e) 2 
(e) e H^ xo y) 
2 
9 (e хус) 
e) 2 
(e) € R^ 10у) #000)) 
Р d 
f) эс 
Ё 
252 
R 
2. É contínua em (0, 0): lim fix у) = lim x- = 0 = (0, 0). 
(x, y) > (0,0) (13)>(0,0) х 
5 y) 
` Seja В = f(xy) € R | f(x,y) < cj. Precisamos provar que para todo 
(x0, y0) € B existe uma bola aberta, de centro (x0, y0). contida em B. 
Como fé contínua em (x0, y 0), tomando-se € > 0, com f(x0, y0) + € < 
с. existe r > 0 (como A é aberto, podemos tomar г de modo que a bola 
aberta de centro (х0, y 0) e raio r esteja contida em A) tal que 
l| Gc y) = (x0, y0) | < r 2 f(x, у) <£(x0, y0) +e < c 
e, portanto, V C B; logo, B é aberto. (V é a bola aberta de centro (х0, у0) 
e raio r > 0.) 
CAPÍTULO 10 


10.1 


b) 


с) 


g 


h) 


= = 20у” + y e x = 10“ yt Ig? 
дг z 
— = -y sen xy e — = -x sen xy 
д ду 
д: _ x! + 3x2y2 – 25у? : д: 2х2у(4-х) 
дх (х2 + у?)? ду (2 + yy 
д „сз д T = 
foo xy e e oH ing 
dx ду 
E 3 5 e 
2: эш 2 курс = ze DR THES - 
Itat dy 1+x24y 
Eye qem e Е-е” ахар 
mo 12у (4ху- Зуу? + 10у e a =3 (Ату - 3! (Ах — 9) + 5:2 
dz a HR é х EE. 
дх x+y ду х?+у? 
98 _уу- е 259: 
дх ду 
922 xn + шо + y5J e 2z 2y [1 + In Q? +y) 
dx ду 
fi RM = ё EUM: A 
dx үс! +у2 +3 ду зүс! + y? +39 


dz _ sen y [cos (x? + y?) + 2x2 sen (x? + у2)] 
Әх [соѕ(х2 + у?)? 


д: хсоу cos(x? + у?) + 2yx sen y sen (x? + y?) 
ду [соѕ(х2 + у?)]? 


ду y? oT у 

Л: SES 2. Qz y " У 4, "T 
a do y e = еф(х- у) — e ó” (x — у); logo, 
9:,9: „уе. у. 
>> $G — y) = z. 

w Oz _ 1-y уш... cen 
dx ху+ 32? ду ху + 322 


15. 9f jugo y ë ef хн «уу 


дх ду 
16. of sar e 91 ЕЕ Ju Y 
ах ду ` 


® 40) = 001 ey) 


dé oy — бху + jn (14 y) 


t NEU сухай 
20. д] y X — Ay ,(x, y) + ofo, 0) não existe) 
x 


9x (х2 + у?)? 
- +2y? 2 
u. AAA ea »*(0,0 e Ta 0)=0 
= 22 + yy 


21. 


23. а) (9 = f) = 22 
b) 


y (D = (t, t, 21?) 


x 

e) 6».2 = (1,1,2)+ (1,1,4, € [2 

d) Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e que y' (1) é ortogonal ao 
vetor 


of af 
270,1 кїў 11 
x4 ). 2 (l, 1), 


2f р, еа, 1| 
эх 0 ду 00. -1 


é normal ao plano.) 


(Observe que 


24. z(t) = (x (0)2 + (у (0)2 > z (0) = 2x (9) х (t) + 2y (t) у' (0. Segue que ү! 
(0) = (x' (0), y' (0), 2x' (0) + 2y' (0)). Verifique que (1,1,2) pertence ao 
plano e que y' (0) é ortogonal a 


af 


9 f 
0 (1,1 
Т к= 


25. O plano determinado por ТІ e T2 passa pelo ponto (х0, y0 /х0, y0)) e é 
normal ao vetor 
ә > > 

5 $ £ 
л эзо) |о 1 Laws 2f 231 
yi0 ^ 1240) = 25 хо, Yo) | = 3 54 (хо, уу) i Temas. уо) j – k. 
x 


1 0 9f on» 
дх 


A equação do plano é então: 


ак (х0. E (хо. Yo). — | ` [G y, 2) — (xg. yof (хо. Уу! = 0 
dx ду 


Ç д д 
ou seja, z — f (xg, Уо) „ду (х0. yo) (x — Xp) + ЮЕ (х0. yo) (y — yo). 
дх ду 


29. 


10.2 


4. 


6. 


d) (1,1), (1, 7D, (71, D, (71, 71) 


e). 1 2 3 
(1, ,|2 —]e| - =, – = 
2,2 3 


f) (00) (1, -D e(-1 1) 


a 21-0452 y SSL gare? e Leer 
b) di nt arant yw. хиа е H — = 
dx z ду {г-у дї шг? - у? 
o 2*- д» — AHD ë 9w __ху(х+у) 
у (x+y+2)° 9: (х+у+2)2 


dy Y arcos? +y +12), Loy cest +y? +22) e 
ox ду 
La cost +y? +z?) 


2х2 


FC às 2xw 
dr х2 +y)+22+w? 
95 


+2 +y 42242) | ==> 
i ду х2 +у +12 +w2 


2xzw ds 
x A NA —+In(x2 + y +22 +w?) 
т ad q aty +Z +w 


9 28 (x, y, 2 = f y. + 2): 423; 98 (1:1,1)-16 
д: dz 


a) 4 
b) 8 


a) 8 
b) 8 


с) 8 


CAPÍTULO 11 


11.1 


1.3) E(h k) = f(x +h, y+ k) — f(x, y) -4 @,у)һ -2L (x, y) k = hk. Então, 


E(h, k) à k 
im — = lim й------0 
(120,01, ЮП 60200 2 +k? 


> 
Portanto f(x,y) é diferenciável em todo (x, y) € R*. ou seja f(x, y) = 
xy é uma fungáo diferenciável. 


d) rd. p- 1 ЕЕ. © h + k h2y2 + h?ky + К2х2 + hoy + hk? x 
š (х+В(у+&) x xy лу? (x+ В(у+ k) х2у? i 
à Ehk) _ lim 1 My? + h?ky + k2x2 + hkxy + hk?x -0 
(h.4)(0,0) 10, КӘП 0М)-300,0) (x + h)(y + k) х2у? ү! +? š 
pois, 
1 1 . h2y2 
= lim = 


lim l3 => РУ = 
(1) (0,0 (x + А) (yt) x'y ^ ху (000,0) Jh2 + k? 


5 h Я 
= lim hy? —— = 0, lim ту 
(h, k) (0,0) 24k? (h, k) => (0,0) 


Segue que fé diferenciável em todo (x, y) # (0. 0), ou seja, fx, y) = XV 
é uma função diferenciável. 


2» lim lim 
t — 0/60) = Le ¢ — 0 700,0) = —1, logo, fnão é contínua em (0,0), 
portanto, fnáo é differenciável em (0,0). 


2. 


Eh, k) 


b) im — | 
(h, k) > (0,0) II (h, k) II 
f (O+ h,0 + b — f (0, оу 27 (о,оул- 2f (0,0% 
¿ дх ду 

= lim 7 

(h, k) — (0,0) үлд +k? 

; инь 

= lim = lim (+ TT], 

(h, k) — (0,0) (hk) > 0,0) (h? + ууп? +k2 4 

Gh b 
nào existe, pois, m G(0,k)=0e lim GG.) = - . Portanto, f não é diferenciável 
50 50" 
em (0, 0). i 
4 
e) чт 
E(h, k) : ktk 
im m lim —— = 
(h.k) 00,0) Ch, ЮМ. (Qh. © — (0,0) yn? +? limitada 
hê 

= lim —rTvOsR = lim 

(h, k) > (0,0) (h? + k?) 4h + (h, k) — (0,0) 
Portanto, f é diferenciável em (0. 0). 


.a) 97 ay OL __, x—y 


д x d у g são 


7 5 P 
continuas em RE logo f é differenciável em R, ou seja, f é uma 
função diferenciável. 
a) fnão é contínua em (0, 0), logo, não é diferenciável neste ponto. Em 
R^ = 4(0. 0)) as derivadas parciais são contínuas, logo f é 
Р] 
diferenciável em todos os pontos deste conjunto. Assim, R^ — ((0,0)) 


é o conjunto dos pontos em que fé diferenciável. 


b 2 
) Em R — {0,0)} as derivadas parciais são contínuas, logo f é 
diferenciável em todos os pontos deste conjunto. 


Em (0, 0), 
28 
: E(h, К) : h? +k? ° — hk? 
lim = 1 = = lim ———————— 
(h, k)— (0,0) (Л, k) (А k) > (0,0) yn? +k (h, k) => 0, 0) (h? + Bn +k 


h 


não existe, logo fnào é diferenciável em (0, 0). Assim, IR2 — ((0, 0); é o 
conjunto dos pontos em que fé diferenciável. 


с) R? 
d) R? 
из 
La) 2= 4х+2у — 4; (x, y, 3) = (1, 1, 2) +X (4,2, -1) 
b) 2=2y - 1; (x, y, 2) = (0,1,1) +1.(0,2,-1) 


e) zz -8x + 2y + 8; (x, y, 2) = (l, —1,-2) + À (-8, 2, -1) 
g) z= 9х — 8y; (x, y, 2) = (2,2,2) + X (9, -8, -1) 


°) 4z = Xx — 4y + (z — 2); (x, y, 2) = (272) 41-84) 
» 3 11 

Mea ao [эт Өр л) 
22 4 ».2 


2. x+6y-2z=3 


b) (x, y, z) = (1, 1, 1) + à (2, 1, 3) 
8. z=2x+3y+3 


9. z=6x+6y-—18 


П. а) ES a? + p? y 
V (a, b) Nhi nici) 


b) 1 1 
a=— e b-— 
2 2 
ан 
21-0242у e 1--242у 
14 хос? уос? 
1-2 Мах хо) — (y — yo); segue que 
a“ zo b*z 
Zoz XX, Xj уу, Уб 
c c a aq b p 
ou seja, 
Xox , Yoy ME E 
0 M 201 : 0, 0, 40 
+ =1, рош — +5 + 1 
а? b2 c E 2 р 2 
- > 
< < 


Observação. As derivadas parciais д x dy foram obtidas 


2 - 23 

x y 2 
! = a E» 
diretamente da equação (17 т E” 


11.4 


1. a) dz= 3x2y2 dx + 23y dy 


b 4 2 
) dz [+ 2у) ple —— 
(x + 2у)? 


с) dz= y cos xy dx + x cos xy dy 
d) du = 2ses2 — 0 ds — 2t es2 — t2 dt 


e 2 2V 
— ps = O_N 
I-Ep^ EVE Ep а 
"o. _—— du + M dy 
y 1 — шу y 1 — u^v^ 


2.4) Az? dze dz= (ex2 — y2 + 2x2ex2 — y2 dx — 2 xy ex2 — y2 dy. Fazendo 
x= l, y = 1, dx = 0,001 e dy = 0,002, resulta Az = 0,03 — 0,004, ou seja, 
Az = 0,026. 


b) Para x = le y = 1 tem-se z = 1. Assim, 1 + 0,026 = 1,026 é um valor 
aproximado para z correspondente a 1,01 e 1 002. 


3.2) | P. 
x+ 50 


| -01 00 f 
) p= DA ou seja, Az = —0,049166 


4. A=xy;dA= y ах + x dy. Assim, ЛА = y dx + x dy onde x = 2, y = 3, dx 
= 0,01 e dy = —0,03, ou seja, ЛА = —0,03. 


5. У = nr2h é volume do cilindro de altura Л e raio da base r; dV = nrh dr + 
nr2 dh. Sendo AV o volume do material utilizado na caixa, AV= 2лгһ dr + 
пг2 dh, onde r = 1, h = 2, dr = 0,03 e dh = 0,03, ou seja, AV = 0,157. 


6. АР =-5 watts. 


2 > 
7. AV= 3 лт dr ++ түг dh, onde r = 12, h = 20, dr = —0,1 e dh = 0,2. 


8. (1,01)2,03 = 1 + dZj onde dz é a diferencial de z = xy, no ponto (1, 2), 
relativa aos acréscimos dx = 0,01 e dy = 0,03. Ou seja, (1,01)2,03 = 1,02. 


Az = dz onde dz é a diferencial de z = 
relativa aos acréscimos dx = 0,01 e dy = —0,1. 


2 ‚ no ponto (3, 4), 


П.а) dw = у2+ xzdy + xy dz 
b) dx = e2u + 2v — 2 (2 du + 2 dv — 2t dt) 


с 2x эү 2z(x2 + у? 
e р С. ЛЕРШЕ 2022077 
1+ 22 1+ 22 (+ zy 


d) ds= 2ху2(1 + x2)yz- 1 dx + (1 + х2)у2 (1 + x2) [z dy + y dz] 


12. «(0,012 + (3,02)? + (3,97)? = 5 + dw, onde dw é a diferencial dew = x? + y 
no ponto (0, 3, 4), relativa aos acréscimos dx = 0,01, dy = 0,02 e dz = —0,03 


OE SM а-а сш 
\(0,01)? + (3,02)? + (3,97)? = 4.988. 


11.5 


1.a) (2ху, x2) 
b x2- y2 


b) (2x, 2y, 22) 
с) (2х2 (х2 + у2 + 1)22 - 1,292 (х2 + у2 + 1)22 1,242 + y2 + 1)2 In 


(x2+y2+1)) 
2. =X 
— ол Эл NN — 
xr +y х-у y 


3. Vf(xy)=(2x,- 2y) 


-» 


a) Ү/0,1)-27-27 


- 


4. > 


Y f(x0, y 0) = y0 i = x0 1 . Observe que V f(x0, y0) é normal a 


— 
CENT 

x0 | +y0 :У f(x0, y0) é tangente em (x0, у0) à circunferência 

х2+у2= 1. 


(xs, Уу) 


v fG.. Yo) 


Observe, ainda, que para todo (x0, y 0) na circunferência x2 + y2 = 1, || 
Vf(x0, y0) || = 1. 


Derivando em relação a t os dois membros de (x(t))2 + (y(0)2 = 1, 
resulta: 


2x(t) х (0) + 2y (t) y' (0-0 


42) ны 


Para t= t0, (2х0, 2y 0) - y' (t0) = 0, ou seja, УНХО,у0):56 (t0) = 0. à(t) 
= (соз 1, sen t) é uma curva cuja imagem está contida na curva de nível 
х2+у2= 1. 


7.a) f=(x,y)=(y,x) 
b) f=(x,y)=xx—y In2(1,-1) 


9 X SK x x2 £ 
Fap (е —,-— sec? i) 
y ; 


d) 


Роу) = amu 2 
yy 41—x^y 


П.Б) У f(x0,y0,20) (х, y, 2 — (1,1, ] = 
с) (2,8, 18): [(x, y, 2 - (1,1, 1)] = 0 


CAPÍTULO 12 
12.1 


1.a) 92 cos 33 
b) -4sentcost 
с) 0 


19 49f (u 2-1) + 4 a, 22 — 1) 
dx ду 

b) 1 

us 2 (2,30) + — (2,31) 


91 


b) 3 cos нв y) — 2 sen 2t —(x, y), onde x = sen 3t e y = cos 21 
Ox dy 


4: A 91 2 2 
97 (204292. 25 З —3; f шар 
2 TA 21) “ар 21) = 3 — 3; faça agora t = 1 


10. 


14. 


16. 


6 
b) л 11 
¿-=--4 + 2-1) 
- 6 
Е(0--1. 
x = 2 cos t у = sen t é uma parametrizagáo da elipse 
x 
2 
—+y =! 


. Basta mostrar que g' (t) = 04 em R. onde g (t) = 
f(2 cos t, sen t). Observe que a função g fornece os valores de f sobre a 
elipse dada. 


rozu Mer 0-2 G, E (x, y? гу (D=(2,2,0)e 
y (1) = (2, 1, 3). A reta tangente é: (x, y, 2) = (2, 1, 3) + А(2,2,0),А € R. 

HEC 4 of 2 
— = u + 2v, u^ — у) + 2u——(u + 2v, u^ — v 
ди a ду“ " ) 
92—597 y Læ y ondex=u+ 2vey - i — v. 
ду дх ду 

z 2 д д 
=, r) + Ë 227 (р, 1) +3 97 (2, n) 
dt дх ду 


z= и/(х,у),х = и— vey = u + v. Então: 


Z f prufa vla] e [ay Say] 


Portanto, 


в. d £ fa gl = 210: 21 аво) + RII w= 


19. 98 t f) 


y (0 — (,f' (D) ef’ (0 = — 2 — — — A equação da reta tangente é: 
98 
ay + f 


(х, у) = (0, D +A (1, -paen 


=É, 
20. iae у, g(x, УУ] = 2-40; Lo, у, g(x, y) + La, у, gi, y) > dE = 0, ou seja, 
a, у. g(x, y) 
£s y =- a então, 22 (1,1) =- 1, Ta, p=-2 
5 (x, у, g y) Р? 5 2 


A equação do plano tangente no ponto (1, 1, 3) é: z — 3 = -ie- 1) -30 ck 
1 0 

—— 1 Ж 1 7 
observe: 2 Af (x, y, 8 yy - 24. 2: + 27:9 (y) + 9f дг_9Ј + 9/ д2 
дх dx dx ду dx dz dx dx dz Ox 


21. a) 


EA aÃ 2f 


ro y ata ygt y, z) onde x = 32, y-Pez- e" 
y 
b) 8 (0) = 8. 


22. 98 су-/02 кудудх-ух эх 27 y oy 2-42 2] 
дх дх д 


(х2 узн 
Saya | озу 2y,2x— pita + 2y,2x -»-Эог+узуах-»] 


1 


Observação. Poderia ter feito g (x, y) = x f (u, v, w), u= x2 + y, v = 2y e w 
= 2x — y. Teríamos, então: 


д 
дх 


LE = = f (u, v, w) + x| — " UE S LUE o - 
ди dx ду дх д» dx 


30. 


32. 


x 


Jx, y) = Фф y onde q (u) é uma função diferenciável qualquer. 
d 
Para cada (x, y) шэг” [f (tx, ty)] = f G, у), 
t= 


ou seja, 


PELA (0, 0) + y 27 (o, 0) = f (x, y). 
Fx ду 
“ЭЛ sami шин d 


122 


2. 


Seja F (x, у) = y! + ху + x — 4; Fé de classe С! em R2, F(0,3/4) = 0e Lo, V4)» 0. 
y 
Pelo teorema das funções implícitas, a equação define uma função y = y (x) de classe C ! num 


2 
intervalo aberto / contendo 0. CA, par : 
dx Зу? +x 


a) Seja F (x, y) = х2у + sen y — x; observe que F (0, 0) = 0 e que 
ЭЭ Y D C e t. 
ду dx X“ + созу 

» dy 2xy2 + 4х3 


з. а) Seja F (x, y, 2 = е * Y+? + xyz — 1; note que 


y X*ytz + vz m I+y+z 
no,0,0=0 e 27,00 «0,2: =-£ OLEI шы 
д2 дх ех+у+: +лху ду EE 
2 
» dz 3x? — дї Зу? -1 


4 2 2 
1— 2x (2? + y, y? 
d sies aa 
dx VE aia» Manias y?) 
du dv 


10 du du 
a,v) lox ду i 1 y 
= 7-1 y ESPERA! 
dx y) (ду dv Pium own "i 4 
dx dy " 5 
П. а) 2(x- y) 
b) -2ху2 
с) —2[s + 3r] 
d) 21-9 + 2s] 
2a 0 д дх ду 


P a met 


»28 Of дх,д/ dy 2f dx. 2£(2)2% 0 
du dx du ду du dx du dy д 
1.3) Q X x dy =y 
ðu 2(х2 у?) ди 2(х2 —y?) 
b) Ги + 2у — Ju—2y ! › + „Ги — 2у 
шэн 2y — yu — 2v NN in + yu — 2v 
2 2 2 
ша dx u+y 
du u=2x 
b) PR | Ja w 
и — 44v — Зи pu 44v — Зи 
x = — rn е y=,——  . 
2 "Үү 2 
CAPÍTULO 13 


131 
La) (х,у) = (1,3) +à € [2 
b) у = 10 cost, 10 sent) 
2. Retatangente:(x,y)=(2,5)+A(- 2, 5), à € R 
Reta normal: (x, y) = (2, 5) + à (5,2), А € R 


3.3) = (4,2) [(, y) - (1,2)] =0y - 27 -2 (x - 1). 
b) y--4x*3 


4 y=-2x+30uy=-2x- 3 


y-2=-——(x- 1l)0uy+2=-——(1+ 1) 
6. a) f(x, у) = ф(2х – Зу) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 

b) Ax, y) = ф(х + y) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 

c) f(x, y) = ф(х — y) onde q (и) é uma função derivável qualquer. 

d) Ax, y) = p(x2 + y2) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 


7. Дх, y) = ф(х+ у), com q(u) definida e derivável em R. satisfaz a 
df O 


condição д X dy Determine uma q (u) tal que q (2) = 3, q (0) 
= le q (1) = 2. Por exemplo, tome q (u) = au2 + bu + c e determine a, b 
e c para que as condições acima se cumpram. 


8. f(x у) = Ф Qx + y), com q (u) definida e derivável em R. satisfaz a 
of 


Mi 


condição д х ду Para que o gráfico de f contenha a 


imagem de 6 é preciso que q (3) = 12. Basta então tomar 
7 
иг 1 > 
Ф (u) = —. —(2x + y) 
A função f (x, y) = 9 resolve o 
problema. 


9. Seja F (x, y) = x2 + 2y2. Vamos determinar 6 de modo que, para todo t, 
8' (g) = V F (ë (0), ou sej = хе Y = 4y. Assim, x = kl e% e y = 2 
e4t. Para que a condição inicial ë (0) = (1, 2) se verifique devemos tomar 
kl = 1 e K = 2; ë (0 = (e2t, 2e4t) intercepta ortogonalmente todas as 
curvas da família x2 + 2y2 = c e passa por (1, 2). 


x* + 2у? =c 


дЕ 


10. 
Seja F (x, у) = ху. А função у = у (x) deve ser solução da equação 7 = 33. ou seja, 
lx 


ox 


13.2 


1. a) Plano tangente: (2, —6, 8) · [(x, у, 2) - (1,-1,1)]=00ux—3y + 4z- 8. 


Reta normal: (х, y, z) = (1,1, 1) + 9 (2,-6, 8), р € 4. 


b) Plano tangente: бх + Зу + z= 9. 


Reta normal: (x, y, 2) = (> 1, 3) + А(6,3,1),АЄ R. 


e) Plano tangente: x — y + 4z= 4. 


Reta normal: (x, y, 2) = (2, 2, 1) + Ф (1,-1,4), 9 € R. 


2. 


< 


pubs D=50- l) ou x * y + 4z = 10. 


5 


(Sugestão. Seja F (x, y, z) = x^ + Зу? +22 - O ponto de tangéncia (xg, Ур, 20) deve satisfazer 


as condições: xj + Зуд + 220 - 07а ууд) = A (1, 1, D), para algum A.) 


(РЕ 
TTC э. 
5. (хууг)-01,1,1)-0(-2,1,1), 0 e R. 
6a) (хулд 7 (1,1) * 9 (571,0, 9 €R. 
b) у= ( l^) cost Ly sent, 1) 
E À 42, 42. „1)- 
7.3) (3,27 (0,1,0)+ф(1,—1,1),ф ER. 


b) x = 30051, у = sentez = 1 ——cost — sent 


ül 


8.a) F(x, y, 2) = x2 + y2 — y424 + 8. 
b) x= 7у — 16z= —28. 


9, —5x+l6y -9z- 0. 


10. x -2y + 2z= 7 ou x + 2y + 2z- 7. 


13.4 
1.а) 8 
45 
bD 2 
5 


942, 

2.4) 4.7 > = $ 
34-33 8—31—3] 
юэ? >» V AMET -i 
p= pet] 

с) Ta x 52 Fa 
== rE 


fx 1 1 
--(11)-1У f (DII = (2-4) NA 
ES f 1: 72 x 


du 


6.а) (1,3) 


b 242 
7. x-e-4tey = 2e-2t,t>0. 
* y0=( A 3) 12 4. 


9, Vf(1,2)=(2, 1). Seja (0) = (1 + 2, 2 + t, f(1 + 2t, 2 + 1). A tangente 
em 6(0) = (1, 2.f(1, 2)) é a reta procurada: (х, y, 2) = (1, 2, 2) + 6(2, 1, 5), 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


sem. 
(x. у, 2) = (1, 2, 4) + 8(1,2, 5) 
Seja Р” a projeção de P sobre o plano xy; P' move-se sempre na direção e 
sentido de máximo crescimento de f. Sendo (x (0, у (0), uma 
parametrização para a trajetória de P', ë (t) = (x (t), y (0), z (t), onde z (t) 


= f (x (t), y (t)), será uma parametrização para a trajetória de P : ë (t) = 
(t4, t, 48 + 12). 


(0,3). 
(Sugestão. Aproveite a solução do problema 8.) 


y (À = (t t4, 5 – 2 — 418),0<1<1. 
z 


y 
(1, 1,0) 
x 
a) x2+ 2y2- 17 
b Q. UE 
xl ss 


e) 0,1°C 
d) 0.08°C 


2 2 
xc k: 7 = 253 927 UE ze d = 6x2y 
x ду жанч дудх 
Es x 2 
b 2 -2e€ -Y (1 + 233), СЕРИН Е Е P. е 
дх у дудх 
2; 
E reno Qy-n 
y 


© д: 2+2y-2? 9h 


|242132-2y! 922 
дх2 (+22 + y2)2 ду? a 


(+ xa y 9 дхду 


Е -4 ху Е 92z 
+x? +у2)2 дудх 
a 9 3 = 24x, 2 8 = 4813y? + бу, 98 48 гу = д°в 
дх- ду! дхд дудх 
2? д? 
f — (0, 0) = 1 e —— / (0,0) = —1 
dx ду 


dy dx 


3 
14. a) —4xy sen (x2 — у2)2 
b) 0 
14.2 
2 2 
La) 8 Ёс g^ 
Í (x y) + cost f (x, y, x = P ey = sent 
E дудх 
2 
з2 91 см, 2) -Г|3 май Qt, 21) +2 EL at, 21) 
ах? дудх 
9 a2, 292-24 үблээ вээ 27 цах, 21 s | 
дудх дхду ду? 
2 g(D=f@(x у). х= tey= t; g' o= sZLa, у +49 у). Então: 
Pf 22 f 2 f 
" (t) =25——(x, у) + 40 
Es ах дхду ду? 


f(x,y) = 0, onde y = ¿Eva y)] = 0, daí, 


Lay 
ti Ts E 77 
д ду ах ах (x y) 
dy 
d 
: EI E, Ёл | Lon 
d'y — dx dx ду Ox ах | ду 
dx? (E) 
E 
2 2 2 2 2 
FAF] JLE 0-9 0f pop 
2 ax? (ду дх ду дхду ду? | дх 
8 G)=— 


©] 


10. b) f(x, 0) = ф(х + t) + 0 (x — 0), onde q (v) e 0 (и) são funções quaisquer, deriváveis até a 
2 

2? ordem. Observe que g (u, у) = ф (v) + 0 (u) satisfaz 2 = 

уди 


=0. 


CAPÍTULO 15 


15.1 


1.2) 0,3) - f, D= V f, D= V Kp. Y) 2 3) - (1, DI, com (Y. 


Y) no segmento de extremos (1, 1) e 0, 3). Assim, (X. y) é solção do 
sistema 


12 = (4x, 3) - (1, 2) 
2x -y - 1com1 cx «2 


Então, (x, y) = e 2) 


15.3 


1.a) fx, y) = 3х3у2—5х2+у+К 
b) fx, y) = sen xy +х3—ху+у3+К 
с) fx, y) = ex2 + y2 + arctg y + k 


2. f, y)=x2y3-x2+y2-y-8. 


1 E 3 
(х,у) 2 2In (1+ x3 +y)+— eY +. 
"meg Р 2 2 
Não, pois. 2 + y? + D+ LE И y + 1). 
ду š дх š 
Ф (x, y) = —агсїр ^+ E. 
у 2 


Фә (x, y) = шав + 7. 


x л 
анх, “ЫГ: se y>0 
ea y) = а 
arctg — +m se х < 0). 
x 
8.a) x? y? 
— + — 
Sim, pos admite função potencial ф(х, y) = 2 > 


» д д 
CAES s 
Não, pois O y 0) dx ( е 


e) 2 : : 
p(x, у) = ху +y é uma função potential, logo, F é conservativo. 


9) Admite função potencial e (х, у) = „Лоро é conservativo. 


y + y 


e) 3 д д 2 
Não. pois, — (4) + — (x`). 
"m dy dx 


f) Admite função potencial q (x, у) = ex2 — y2, logo é conservativo. 


-> 
Como F é conservativo, existe q (x, y) definida em A tal que V q (x, y) 
- 


= F (x, y). Pela regra a da cadeia, 
Je) = V eGO)- y @ = FG) y 0 
. Portanto, 


р > 
F (y(t) - у (D) dt = [e (y (0) -0 


a 


П.а) U(x,y)=3x2 + y2 


1-2 2 
iré T7 
yx” + y 
d) Não é conservativo 


12.4) 7 
F y) - -VU- (Ax, у). 

b) ï=- 4x ý= — v.x (0) = 1.v(0) = 1. i (0) = 0e Y(0) 20 3 + 4x =0— x = A cos X+ 
B, sen 2f; y+ y = 0 = y = A, cost + B> sent. 
Tendo em vista as condições iniciais, y (1) = (cos 21, cos f). Como cos 21 = 
2 cos2 t— 1, a imagem de y está contida na parábola x = 2y2 — 1. 


Como у = cos t, a imagem de y é arco de parábola x = 2y2 — 1, -1 <y € 
1. 


13.a) È -> za 
F(x,y--xi-yj. 
DY (0 = (co t - sen # co t + sen f = 


[5 ten Л Л 
42 (C08| t + — |, sen | t - — |. 
4 4 A trajetória é a 


- 
circunferéncia de centro na origem e raio ү 2. 


14. > y 
x +—=! 


y (0) = (cost, 2 sen 1). Atrajetória é a elipse 4 
15.4 


La) 1+x+5y 
5) 5+(х-1)+7(у-1) 
c) 3х + 4y 


2.5) Inferior a 10-2 


3. DEE == 2 Pi as 
Ifa у)— PGyl-— x у)(х-1) 42 (Х,У!х-1(у-1) + 
fa) 165) 2 = ) 23) 0 Ë 


DER me 1 ы, > = 
f (х,у) (y — 2 | =-—1(6х -2) x - D? + 6y (y - 2 . 
ду? 2 


De0<x<2e0< y< 2 segue 


Је, y) = РІ x, y) | < 7 Œ- 1)2 + 6 (y - 02. 


4.2) 4931 
b) 10-3 
4 à 
7. af + ki аю B D D ge 
a 4a* 4a* a 
2 2 
b Y 4ac-b , 
= alo +1) E e possa k) * (0, 0). 
2a 4а- 
15.5 
La ХУ 


b) 6+8(х—1)+10(у-1)+5(х-1)2+4(х—1)(у—1)+9(у—1)2 


2. 6+8(х-1)+10(у—1)+5(х—1)2+2(х—1)(у—1)+9(у—1)2+(х 
—1)3++2(х—1)2(у—1)+3(у-1)3. 


CAPÍTULO 16 
16.2 
1 1 
0. — 


2 jJ € candidato a ponto de mínimo local. 


2 1 5 


Não admite extremante local: +, 13 1 3 é o único ponto crítico 
e 8 não pode ser extremamente local, pois, 
of | кога J a. ar і | 1 Š | 5 
ширэн RÀ Jn m — p 
2 2 
ox V 1313 ду? \ 13/13 


ЭЛ. 


= ° 
(0,0) e X 6 l 2 Z candidatos a ponto de máximo local. 


3 3, é candidato a ponto de mínimo local. O ponto crítico (0, 0) 
não é extremante local, pois x = 0 não é extremante local de g (x) = f (x, 
0) = х3. 


5. (-1,-1) é candidato a ponto de mínimo local. 
6. (1,1) é candidato a ponto de mínimo local; (— 1, — 1) é candidato a ponto 


de máximo local. Os pontos críticos (1, —1) e (-1, 1) não são extremantes 
locais. 


16.3 


La (54 22 


7 7 J ponto de mínimo local. (Conforme Exercício 2, é 


Ў — 
ponto de mínimo global.) 


b) (1, 1) é ponto de mínimo local, mas nào global (f (0, y) = y3 - 4y + 5 


236.3 


y— —0)|— —— 
tende a — © quando 1 1 2 6 J é ponto de sela. 


c) 5 5 


(El, 1) é ponto de sela. +. 3 3 J é ponto de mínimo local, mas 
não global f(x, 0) = x3 — 5x tende a — para x — — oo). 


df 3 1 


< 2 J é ponto de sela. 

df. 3 3 

3-j|e|-3-— 
2 4 k 2 são pontos de sela. 

f) Não admite ponto crítico. 

g) Os extremantes locais de coincidem com os extremantes locais de g (x, 
y) = х2 + 2xy + 42 — бх — 12у; (2, 1) é ponto de mínimo local. 
(Conforme Exercício 2, é ponto de mínimo global.) 

h) (0, 0) ponto de máximo local; (0, 1), (0, –1), (1, 0) e (-1, 0) pontos de 
sela; (1, 1), (1, -1), El, 1) e El, —1) pontos de mínimo locais (verifique 
que são pontos de mínimo globais). 

i) (1,2) é ponto de mínimo local. 

Л CL. -1) é ponto de mínimo local. 


p (1,1) é ponto de mínimo local; (1, —1) e (-1, 1) pontos de sela; (—1, —1) 
ponto de máximo local. 


ха, 3 


- 


2 ponto de mínimo global. 


b) Não admite extremantes, pois, para todo 


92 f o? f 
(x, y). (х, y) 22e (x y) = -2. 
That dy? " 


10 11 I 

ponto crítico (is sl é de sela. 
o(1 T 

R Hd ponto de máximo global. 


4(2 10 ) 
—,— 
1 1 1 1 J é ponto de mínimo global. 


e) Não admite extremante; (2, —2) é ponto de sela. [Desenhe as imagens 
das curvas yl (1) = (t, 2, f (t, —2)) e y2 (0 = (2-35, — 2 + 2t, z (1)) onde z 
(0) -1(2-3,-2-4201. 


f). (1,2) ponto de mínimo global. 


n E < 
5. Ela В) = У laa + pot: SE Y 2a;laa;+ B — bil e 
i=1 i 

m 2 [wa;+ B — bj]. (a. B) é a solução do sistema 


i- 


i=l 


i= i- 
6.a 
у= lx 
2 [Sugerimos desenhar a reta encontrada e marcar 
os pontos dados.] 
bo 9 14 
у = — — 
10 10 
7. a) a; | b; | ад | ab; 


(а, В) é solução do sistema 


26a + 48 = 387 
| 174a + 268 = 2.505 


b) 89,4 


8. (¿.22, 2) e (u, и, 4 + и) são pontos arbitrários de r e s, respectivamente; 


JA — ш)? + QA — п) + 2+ д)? 


é a distância entre eles. Basta, então, determinar (4, и) que minimiza 


gu) (4-и)2 + (2.— и)2 + (2 + u)2. P= (-1,—2,2) e Q = 


9. (1,2,1). 


10. L= plx + ply — [х2 + 2y2 + 2xy] = 120x + 200y — 3х2 — 3y2 — 2xy. A 
produção que maximiza o lucro é x = 10 e y = 30. 


П. L=5z-(2x+ y). A produção z que maximiza o lucro é a correspondente a 
x = 15,8 e y = 20,4, ou seja, z = 1576,2. 


13. (34 25 16 


14714714, 


14. 


15. а) (1, 0, 2) ponto de mínimo local (verifique que é ponto de máximo 
global). 


b) (1, 1, 1) ponto de mínimo local: (-1, —1, –1) ponto de máximo local; (1, 1, 
=1), (1, -1, 1); (1, —1, =D), EL 1, D), (EL 1, -1) e (-1, -1, 1) não são 
extremantes (veja Exercício 16). 


c) 5 5 


(-1, 1, 2) não extremante; 3 3 J Š ponto de mínimo 
local. 


d) (3, 2, – 1) não é extremante. 
16.4 


1.a) Valor máximo é 6 e é atingido em (2, 0); valor mínimo 6-3 e é atingido 


em (0, 3). 
3,10 410 3410 vio 
b) (- - u = ) ponto de máximo; | - — E Г ponto de mínimo. 


16.5 


с) Valor máximo é 0 e é atingido nos pontos (0, у), 0 < у < 1. О valor 
mínimo é —2 e é atingido em (1,0). 


d) Valor mínimo é O e é atingido nos pontos (0, у), 


5 
О=у=5,(х,0),0=х=—. 
2 O valor máximo é 


25 55 


8 que é atingido em +. 4 2 й 
е) O único ponto crítico no interior de А é (0, 0) que não é extremante. 
Assim, fassumirá os valores máximo e mínimo na fronteira x2 + y2 = 4 
de A; g (0) = f (2 cos t, 2 sen f) fornece os valores de f na fronteira. O 
valor máximo é 4, sendo atingido nos pontos (0, 2) e (0, — 2). O valor 
mínimo é — 4, sendo atingido nos pontos (2, 0) e (— 2, 0). 


f) Valor mínimo é 0, sendo atingido em (0, 0). Valor máximo é 2, sendo 
atingido nos pontos (0, 1) e (0, —1). 


4417 Уп [s ЭР 11:23 | 
. — | | Sugestão, Utilize a função g(x) = f| x. —41— x^ ,-15х = 1. 
| 17 ° 34 i: ао / 


(0,2) 
Valor máximo é 25, sendo atingido em (0, 5). 


O problema consiste em maximizar o lucro L= 10x + 6y (x é quantidade 
do produto / e y do produto 17) com as restrição: x < 20, y < 45, 5x + 4y 
200, 10x + 4y < 240, x 0e y > 0. O lucro será máximo para x = 8e y 
40. 


Їл 


4 17 
(0, 1) maximizi; A, 97 9 J minimia. 


Observe que О (at, bt) = 2 О (a, b), onde a2 + b2 = 1. 


1.4) | 6 1 ) 
Ч 38 A 8 Ў é ponto de máximo; 
l 


NEC) 
438 Р 438 é ponto de mínimo. 


"( 6 1 ) 
438 Y 438. é ponto de máximo; 


E ak) 
À 438 3 438 J é ponto de mínimo. 


(5-5) 
1 9 у 19 1 ponto de mínimo. 


= | ponto de mínimo. 


е) (2, 1) e (- 2, - 1) pontos de máximo; (— 2, 1) е (2, — 1) pontos de mínimo. 


f) EL, 1) ponto de mínimo. 


of 1 | 1 1 
42 ў 42 ponto de mínimo; + 42 > 42 е 
1 


1 
ELI me — 
ч 2 ч 2 J pontos de máximo. 


242). | 2 20 
3 3 


h) 


(2, 0) ponto de máximo; | 
pontos de máximo. 


9 


(1, 1) ponto de mínimo local; | 7 


Л 1 1 1 1 
mí = ZI DI = TE 
\ 3 № 3 j Ч М 3 v 3 ponto de máximo, 
2 1 2 1 
= О Ө кыс > 
y 6 ч v 6 v 6 ponto de 
mínimo. 


T. 0» cd E lá 
2, — |. 
x + 16y = 8; о ponto de tangência é 2 


4. (2,4). [Sugestáo. Minimize f(x, y) = (x — 14)2 + (y — 1)2 com a restrição 
y = x2.] 


Ы 1 1 1 


A 245^ УЗ 


1 О ponto Че tangência é 


AA 
19" 19" 19/ 


7. Valor máximo é 4, sendo atingido em (1, 1, 1). O valor mínimo é - 4, 
sendo atingido em (-1,-1,-1). 


8 ( 24 6 ) 2 2 2 
7 7 7 4 [Sugestão. Minimize f(x,y,z) =x +y +z 


com a restrição x + 2y — 3z = 4.] 


9. E 9 5 ) 2 2 2 
11 11 11 [Sugestáo. Minimize x +y +z com as 


restrição x + 2y +z=1e 


- {2-466 1 2+ 466 
6 ! 3 6 maximiza f. 


m 
э 


, 


п. (1, 1) e (=l, -1) são os mais próximos da origem; 


(43, сал 43) e (— 43, 43) são os mais afastados. 


Observação. Sejam 


ә | 1 1 | > | 1 1 | 
и-1--2-016У5|--тэ-т-| 
12 42 №2 «42 


sejam и e v as componentes ES (x, y) nma base 
E c A > 
(u, у ); isto é: (x, y-uu TM, ous 


E 1-1 =| ( E 4 ) 
(х, y) =u kef- n ri 
FAN 42 42 42 


Verifique que a mudança de coordenadas 


transforma a equação dada na equação 2 6 


12 (5 3 
4 4 Нь d que a El E coordenadas 


x= -=и——_у›,у=——и+—— 
гу 2 ч 2 Ч 2 N 3' 
transforma a equação dada na equação 


2 "n 
2y^ Er 2 42 ич 1 =- O ¿que é uma parábola. 


13. (1,3) e (-1, -3). A mudança de coordenadas 


1 3 
x = —— ú — —— Y 
/ / 1 3 3 1 
We 28 scr 2-0 IEEE т, —] ) 
ws ЛЮ ИР АЛЕ 10 410 10 «IO 
Y ho Jio —À3—— ———— 
u v 
2 
иг w 
transforma a equaçào dada na equaçào 10 40 que é 


uma hipérbole: 


Ed 


-| 


Observe que 


— — ev=|- 
lo 410 


são os versores de (1, 3) e (- 3, 1). 


(1,1,1). 


12 сайа ит. 


Equilátero. 


Cubo. 


3 1 
410 ` 4/10 


| 


19. Cubo de aresta 1 m. 


20. 542 


Cubo de aresta ү 3 


21. 


E. 


4 


6 
3 ¿Mi 


e 
гу? f 
Paralelepipedo de arestas “y 3 v 3 ~ 


22. 4 
х= 4,у = 2е: = —. 
а a. 


23. Temperatura máxima 200. Temperatura mínima: —200. 
м. бх + 4y + 32 = 124/3. 


25. 


$3 
P=(2,1)e0= >>) 


CAPÍTULO 17 


17.1 


La) 14 
15 

» 6 
7 

2 (39 13 26` 
[пим] 


1.4) (= ka 
7°14 


b) (1,1); sim 


; пао 


9 
9 at não 


“> 3$ 23 Бин 
14714714, 


b. M9 23 
y Е 
350 210 


с) R2 = 0,86532 (aproximado) 


24 4. 3] 
y = — 
15 
„з1 
15 


с) R2=0 


20. 


21. 
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